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PREFAZIONE- 


V 


I ■■ Tinti 1 1 1 

li vero scopo delle matematiche discipline si è cer- 
tamente il guidar lo spirito a quell’ arte sublime , che 
singolarmente dimostra la celeste origine dell’ umana 
ragione , cioè all’ Arte d’ inventare . Imperciocché sen- 
za di questa tutte le geometriche cognizioni , per quan- 
tunque estese, quasi non escono da’ cirgoscritti cancel- 
li della storica notizia di quel che dagli altri fu scrit- 
to . Ma allorché lo spirito umano è pervenuto a 
questa maturità d’ intellettuale energia , non solamente 
si conosce ciò che gli altri ne scrissero; ma si seguono 
gli stami delle loro scoperte , e quasi si assiste allo svi- 
luppo intellettuale delle maravigliose teorie de’ veri in- 
ventori . La ruota primordiale intanto , che può intro- 
durre lo spirito nel campo spaziosissimo delle geometri- 
che invenzioni è 1\ benemerita Analisi Geometrica , i 
cui precetti si contenevano in quelle opere immortali 
degli antichi , che costituivano il Luogo Risoluto . Im- 
perciocché unendosi , mercè i suoi artifizj , ad univer- 
sali principj le diverse famiglie de’ problemi , già lo 
spirito ravvisa il nesso de’ rapporti, ed i punti di con- 
tatto, con cui tra loro si stringono quelle sublimi ve- 
rità nascoste al volgo ; ed in questo quadro di magi- 
co incantesimo per chiunque ne può essere il fortunato 

con- 
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contemplatore, conosce egli la facilita delle diverse ap- 
plicazioni , lo svolgimento delle altre verità affini , i 
sentieri, per cui si può giungere ad un termine stesso: 
e quindi si vede dall’ ordine delle sue medesime con- 
templazioni introdotto in quella region fortunata , in cui 
per le sublimi scoperte godono l’augusta lor sede gl’ in- 
ventori . 

Or quest’Arte, in cui furono veramente sommi i Gre- 
ci Geometri , prima che in seguito divenisse famosa nel- 
la Scuola di Platone, fiorì in quella che Pitagora stabilì 
in alcune Provincie del nostro Regno , chiamate dagli 
antichi col noipe di Magna Creda . Questo punto di 
gloria nazionale ci viene assicurato dall’ opera de’ Luo - 
ghi Solidi , che compose Arist eo Seniore , antico filo- 
sofo Crotoniate , e dalla sotuzione di Archita del Pro- 
blema della duplicatura del cubo ; perciocché nè po- 
tea Aristeo classificare i Problemi senza una preceden- 
te cognizione dell’ Analisi Geometrica ; nè Archita ma- 
neggiarla con tanta nitidezza e sagacia , se ella non 
avesse già in quella Scuola profondate le sue nobili 
radici . Era dunque un diritto delU nostra gloria nazio- 
nale , che si perpetuasse questa Scienza in mezzo a noi , 
e se ne promovesse l’accrescimento, indirizzandola al suo 
termine , eh’ è l 'Arte Euristica , o sia <f inventare : men- 
tre tante altre dotte nazioni , che non avevano avuta 
la sorte di darle la culla, vi si erano tanto nobilmen- 
te inoltrate . Ma quantunque questi forti motivi aves- 
ser dovuto costantemente animare i nostri Geometri a 

coltivarla ; pur nondimeno non osserviamo nella nostra 
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Storia letteraria , eh’ ella vi avesse prosperato , come già 
le altre scienze , e le belle lettere . Sia stato questo , 
perchè i Geometri, che ci precedettero, avesscr creduto 
cosa più opportuna il trattenersi nella sola didascalica 
istruzione, lasciando a’ posteri 1’ argomento di queste su- 
blimi teorie: sia stato, che mancando di ben preparati 
giovani ne avessero abbandonato l’impegno: sia stato, 
che le diverse cariche scientifiche da essi esercitate non 
avesser loro lasciato tutto quell’ ozio eh’ era necessario 
a coltivare questa parte più nobile e più sublime della 
Geometria ; o finalmente ne sia stata qualunque altra 
la causa a noi ignota : egli è fuor di dubbio che Y Arte 
(T inventare giacque presso noi dimenticata . Era per- 
tanto riserbatef ài" nostro insigne Matematico il Signor 
Pergola di riempiere questo vuoto ignominioso per la 
Napoletana Scuola di Geometria; e certamente se i Geo- 
metri suoi predecessori potessero adesso contemplare la 
felicità del suo geometrico cammino , si rallegrerebbero 
moltissimo delle glorie di un loro concittadino, e dell’ 
utilità recata alla Nazione ; giacche l’ invidia fu sempre 
propria degli animi vili, ed ignoranti. 

Nè con minore felicità di progressi ha il Fergola pro- 
mosso lo studio dell’Analisi moderna : ed è veramente 
una gloria tutta sua propria l’ aver conosciuto egli il 
primo tra noi il gran segreto d’ informar l’analisi , sen- 
za alterarne la natura , dello spirito della sintesi : onde 
ne ha poi disposte le teorie con quel metodo , e con 
quel rigore di dimostrazioni , con cui già scrissero della 
Geomctiia Euclide, ed Apollonio. 


Or 


Or sotto la guida di lui si sono qui in Napoli 
istituiti tanti giovani per lo spazio di ben quarantanni, 
in cui ha egli sostenuta la privata sua Scuola , e la 
pubblica nell’ Università degli Studj , con indefessa cura, 
unicamente indirizzata al vantaggio, ed alla gloria della 
nostra Nazione . 

Ogni ragione adunque richiedeva, che le geometri- 
che , e le analitiche produzioni de’ suoi allievi , che già 
si trovavano stampate o negli Atti di straniere Acca- 
demie , o in Opuscoli volanti , si r accogliessero in un 
corpo , affinchè la nostra medesima Nazione , a cui in 
modo particolare si appartenevano , potesse esaminare i 
loro progressi in queste Scienze sublimi . 

Con questa occasione poi vi si sono unite altre pro- 
duzioni de’ medesimi sugli stessi argomenti , che erano 
ancora inedite ; c finalmente per render pregevole que- 
sta Raccolta , vi si sono inseriti molti opportuni arti- 
coli del medesimo Signor Fergola, estratti dalla sua Arte 
Euristica , e dal suo Calcolo Sublime , che presso noi 
MSS. si conservano, e che serviranno come di un sag- 
gio del merito di queste Opere , che tra breve si da- 
ranno fuori colle stampe . 

Noi non entriamo qui a parlare di ogni Opuscolo 
particolarmente , rimettendoci per questo a quanto se 
n è detto nelle note , e ne’ giudizi , che gli accompa- 
gnano . 


OPUSCOLO U 

t 

BEL SIGNOR 

ANNIBALE GIORDANO.’ 


3 La E Ricerche Geometriche , che mi son proposto 
quest’ Opuscolo , da niun altro principio germinarono , die da un 
Problema di Geometria , il quale sebbene sia piano di sua natura 
e paja convenirsi a' •Giovani , che con dell’ uso voglian rassodarsi 
nell’ euristiche teorie ; nondimeno ha impegnato la piupparte de' 
pili valenti Analisti del secolo trascorso . Il Signor Castiglione , 
l'illustre Signor de la Grange, il sommo Eulero , e dietro di lui 
i due Geometri di Pietroburgo Nicolò Fuss , e Giovanni Lexell 
han trattato con baon successo un tal problema. Ove l’insigne Si« 
gnor Cramer, e con seco non pochi altri Analisti vi restaron mai» 
sempre confusi nel risolverlo , ed insiem colpiti dal dispetto in 
veder vani i loro sforzi , ed impotente l'Analisi Algebrica , di cui 
si iìdavan grandemente. Del che eccone una pili diffusa narrazione. 

Il Signor Cramer valentissimo Analista dell’ Università di Gi- 
nevra propose nell’ anno 1740 al Signor Castiglione di Berlino il 
problemi dì 1 inscrivere in va cerchio un triangolo , i di cui lati ditte* 
ti, se fia d'uopo, passassero per tre punti dati : ed insiem gli disse 
con sinceri accenti: „ Nella mia gioventù io amava come voi il Me» 
„ todo Geometrico degli. Antichi. Un vecchio Geometra per saggiar 

A » le 
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„ le mie forze in questo genere , mi propose il problema , che io 
„ vi propongo . Tentate di risolverlo , e vedrete quant’ ei sia dirfì- 
„ cile “ . Il Signor Castiglione si prestò volentieri ad inviti si gen- 
tili dell'amico. E riprendendo più volte l'analisi di un til pro- 
blema altro non vi rinvenne, che soli teoremi , i quali mentre gli 
mostravan vicina la soluzione, gliela tenean maisempre assai da lungi. 
Ei dunque disperando, al par di tant' altri di risolver cotesto proble- 
ma, lo lasciò, interamente, e ad altri oggetti poi si diresse . 

Ma questo Problema , quasicche fosse da ignota mano animato 
Vedeasi gir vagando tra’ Geometri per adontarli . Conciossiache nell’ 
anno 1755 fu pubblicamente proposto in Haya per mezzo di un 
Anonimo: e l'illustre Bouquet il diresse benanche aL Signor Ca- 
stiglione , incoraggiando questo. Geometra a risolverlo «. Il Signor 
Castiglione in questa, seconda rimessa del Problema raddoppiò gli 
sforzi del sua ingegno *• E nulla ottenendone da' suoi tentativi , si 
rivolte finalmente a Pappo,, di dove carpi due Lemmi, che gli pro- 
curarono la tanto desiata risoluzione . Ma questa intanto ne usci 
SÌ tardi, che, al dir di lui , più non si parlava nò del Problema , 
nò dell'Anonimo: e nell’anno sessantesimo sesto del secolo trascorso 
fu all' Accademia di Berlino comunicata , che fu di sprone al som- 
mo Signor La Grange a compierne un' altra analitica assai preclara. 

Anche io cercai di snodar Problema sì famoso per vie diverse, 
e più brevi di quelle del Castiglione . Ed avendone di ciò parlato 
ad un Geometra di mia confidenza, ci mi disse, che il vigesimose- 
cando Lemma del I.ìb. 7. delle Colle e. Mat. del Pappo me ne avrebbe 
agevolata l' analisi , e la risoluzione . Or tanto avvenne r appena io 
lessi cotesto Scrittore, che mi riuscì di sciogliere nn tal Problema 
con applicarvi due volte di seguito quel Lemma . E volendo pro- 
gredir più oltre , il disciolsi benanche in generale per un qualun- 
que numero di punti , che diansi col cerchio . 

Dopo 
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Dopo alcuni anni , da che io composi questi miei qualunque 
siensi geometrici lavori, pervennero in questa Capitale i Volumi IV, 
e V degli Atti nuovi dell'Accademia di Pietroburgo, ove lessi coi» 
piacere le soluzioni del Problema del cerchio e de’ tre punti , fatte 
dal sommo Eulero , e dall’ insigne Nicolò Fuss , e vi ammirai le 
analitiche ritlesiioni sparse dal .Leseli sull'Analisi del Signor Lagran' 
ge. E quindi aggiunsi altre ricerche in questo mio Opuscolo. 

Intanto ho voluto produr queste mie disquisizioni , non solo 
per merito dell’ argomento , ma per far benanche intendere quanto 
in molti casi all’Analisi la Sintesi prevalga . Onde non so , se ab» 
biansi a dire o più ingrati , o più stolti tutti coloro , che , spre* 
giata la Geometria loro comune madre , s’ impegnano a coltivare i 
metodi dell’Analisi moderna, senza più pensarne a decentemente 
geometrizzare. L'Ugenio, il Newton, il Lcibnitz, i Bernulli, l'Eu« 
lero, l'Alembert, i Riccati , ed altri, col corredo dell’un metodo, 
c dell'altro, che furon loro come due ale, seppero volare bene 
nelle Scienze del Quanto , ed in quelle altresì della Natura . Ma 
■or si pensa , 'che tarpandone una , ed impiumando l’ altra , si possa 
volar più celere, e più in alto (a ) . 

PROP. 

(a) Il Signor Giordano, che non apparteneva^ alla Societì Italiana, come 
mai poti comunicarle cotest’ Opufcolo , dagli atti della quale ('abbiamo e (Latto? 
Eccone di ciò il racconto. Alcuni Letterati di nodra Nazione non deferendo a' giudi 
elogi , che il Signor Vergola faceva di quedo fuo Allievo , gliene dimandarono un 
attedato da’ Dotti dranieri. Il Ball Sagrandola s’impegnò di ciò ottenere da! fuo 
amico il Brisadier Lorena, che prefedeva all'Accademia Italiana , e figurava tra* 
primi A fialidi de’ tempi -fuoi. Ond’ egli a tal oggetto gli direffe il detto Opufcolo 
fatto dal 'Giordano in pochi dì, e per un faggio di didascalico profitto. Ma chi 
il crederebbe? Il Brigadier Lorgru non pur co’ detti contedb il valore di cotedo 
ingegnofo giovanetto , ma il fece altresì col fatto , inferendo negli arti di detta 
Societì l' Opufcolo anzidetto, cui l’Autore non avea data una tal dedinazione. 

E perciò noi ci abbiam prefa la liberti di modificarlo alquanto. 
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PROP. I. PROBL. 


§■ I. Nel dato cerchio NDj- iscrìvere un triangolo DRF , / di cui iati 
prolungati parsi no pe' tre punti dati A y B,C posti in linea retta . 

O sia ( secondo lo stile degli antichi ) inclinare A DB , e 
mettere in direzione le rette EF , j FC» 

•jVy. j. do/. Si unisca la retti ABC , alla quale s’intenda condotti 
Fìg. i. per E la parallela EG , e poi la congiunta GF si distenda in H« 
E perchè l’angolo EGF adequa si l'angolo EDF, che l’altro FHB, 
faranno uguali i due angoli DAB , FHB : e quindi saranno sìmili i 
due triangoli DAB , FHB , che hanno anche l’angolo DBA di comu- 
ne, e sari AB : BD : : BF : BH. Onde il rettangolo ABH sari uguale 
al dato FBD , e e** cI?> ne sar ^ dato punto H . 

Si tiri per G al medesimo circolo la tangente GK , che in- 
contri AC in K ; sari dato ancora il punto K . Imperocché 1' ango- 
lo HGK è uguale alP altro GEF ; ma questo a cagione delle pa- 
rallele EG, AC, adequa il suo adterno FCH f sari dunque l’ango- 
lo HGK uguale all'altro FCH. E quindi essendo simili i due trian- 
goli HGK , HFC , stati CH : HG :: HF ; HK , e ne sarà il ret- 
tangolo CHK uguale al dato FHG . Laonde sarà dato il punto K , 
e si ridurrà il Problema a condurre dal punto K la tangente KG 
al circolo NDG , 


V 


■ . ìi 


PROP. Il; 
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PROP. II. PROBL". 
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§.3. Nel dato cerchio NDQ iscrivere il triangolo DEF , i di cui lati 
distesi passino pe' tre punti dati A, B , C. 

Sol. Si unisca 1» retta AB , alla quale s'intenda condotta per E Fig. t, ». i. 
la parallela £G , e poi congiunta la GF , si protragga in H . Sarà 
dato il punto H, potendosi ciò dimostrare con quell' ist essa brevità 
che nel Problema precedente . 

Similmente unita la HC , si concepisca tirarle» per E la pa- 
rallela EI , e congiunta la IG , si distenda in K . Sarà, nell' ist essa 
guisa che prima , dato il punto K ; imperocché 1‘angolo EIG costà*, 
luisce due retti, si coll'angolo EFG, che coll'altro HKG (a}; dun- 
que l'angolo EFG, o l'altro HFC, sari uguale all'angolo HKG: ed 
essendo equiangoli e quindi simili i due triangoli HFC,HKC, sarà 
CH : HG : : HF : HK , ed il rettangolo KHC uguale al d 3 to FHG ; 
e con ciò n'è dato il punto K . Ed essendo le rette EG, EI rispet- 
tivamente parallele alle rette HB , HC , sarà l' angolo IEG uguale 
al dato CHB; rd uniti i raggi LG, LI, sarà dato il suo duplo GLI, 
e quindi ciascuno degli angoli alla base del triangolo isoscele GLI, 
e con ciò l'angolo LGJC conseguente di uno di essi. E perciò co- 
struendosi sopra di LK una porzione di cerchio capiente un tale, 
angolo, l’intersezione di questa col circolo NDG , determinerà il 
punto G . 

$. 3 . S.-ol. Da questa semplicissima Analisi Geometrica sì deduce 
la.,s^pptfhte composizione del Problema, che rapportiamo in grazia 
della celebrità di esso , ed affinchè si vegga che la sua dimostra- 
aiope non ha bisogno di alcun lemma, nè di deduzione ad assurdo. 

Coste • 

(a) ij. Ehm. i. t ss. HE 
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Vìg. i. », », Costr. Congiunta la AB , si divida la medesima in H , sicché il 
rettangolo ABH pareggi il quadrato della tangente condotta per B 
al circolo DIF . Similmente unita la CH , quest' altra retta si di- 
vida in K , talché il rettangolo CHK sia uguale al quadrato della 
tangente tirata da H al medesimo circolo . Dal punto H si elevi 
ad AD la perpendicolare HM , e si costruisca su di LK un3 por» 
ttione di circolo capiente l'angolo CHM r che intersechi il circolo 
NIF in G . Inoltre si congiunga la retta HG, che tagli questo cer» 
chio in F : indi si uniscano le BF , CF , che prodotte incontrino 
di nuovo il medesimo circolo in D ed £ ; e finalmente si tiri la 
!AD , che dico passare per E , sicché DEF sarà il triangolo richiesto. 

Dim . Si congiungano le rette KGI, EG , EI* e da L si cali su 
di KI la perpendicolare LO . E perché il rettangolo KHC è uguale 
dalla costruzione all'altro FHG, sari CH : HG : : HF ; HK . Ed i 
due triangoli F|ÌG» «KC , che anche hanno l'angolo GHC di co- 
mune, 'Saranno fra di loro simili, e l’angolo HKG adequerà l'altro 
HFC, o sia EFG. 'Or questo costituisce due retti coll’angolo ElG, 
Dunque saranno ancora gli angoli HKI , EIK uguali a due retti, ed 
EI ne sari parallela ad HC . 

Inoltre gli angoli GLO,LOG sono Uguali aH'esterno LGK , o sìa 
■fc CHM. Dunque toltovi di comune l'angolo retto, resterà l'angolo 
OLG, o sia IEG uguale all’angolo CHB. Ma dalla dimostrazione Et 
ne giace parallela ad HC , dunque lo sarà pure EG ad HB , e l’an- 
golo EGF uguaglierà il suo alterno FHB . Or dalla costruzione il 
rettangolo HBA è uguale all'altro FBD , t>nde n'é AB : BD : ; BF ; BII , 
dunque i due triangoli I'HB,DAB, che hanno l'angolo. ABD di co*> 
mune , ed i lati intorno ad essi proporzionali , saranno simili , e 
l'angolo FDA ^arà uguale all'altro FHB; ma si é dimostrato esser 
questo uguale all’angolo EGF, dunque saranno uguali i due angoli 
FDA , FGE, e perciò AD passerà per E. 

$. 4. 
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, $. 4- Scoi, Per brevità ». tralascio i differenti casi di questo. Pro- 
blema ,• vale a dire di supporre che i puntiA,B,C sien tutti den- 
tro del circolo, o pure che uno o due di essi ne sien dentro: 
giacché le soluzioni sono molto analoghe alla presente ,, e di leg? 
gieri si ravvisa il filo delle medesime. E. cib dovrassi anche inten*- 
dere pe’ seguenti Problemi.. 

PROP. III. PROBI.; • 

§.5. Nel dato cercato DFG iscrivere il triangolo DEF h di cui due lati 
DE, DF passino per due punti dati A e B , e per /’ altro C la 
retta FC , che col tergo lato. EH' costituisce un dato angolo in F., 

. • " . 

Sol. Si conduca ad AB la parallela EG , e congiungasi la GF } 
questa segnerà in AB il dato punto H . Si unisca la HC , e si di- 
vida in K , sicché il rettangolo KHC adequi il dato fhg : e con* 
giunta la KG, si distenda la medesima in I , e si tirina le rette 
EI, LG. Dica che sia dato il punto G, talché IEG sia il triango- 
lo richiesto . 

E perchè sono simili i due triangoli HKG , HFC , che hanno 
l'angolo GHC di comune , ed i lati intorno ad esso proporzionali ì 
saranno uguali i due angoli HKG, HFC. Ma questo coll’angolo EFH, 
o sia EIG (a) costituisce un dato angolo EFC , Dunque sarà data 
la somma de' due angoli HKl , EIK, e percih le rette El „ HC se 
si producano $ dovranno incontrandosi costituire un dato angolo -, 
Or le rette HC h HB son date di posizione, dunque ancora El in- 
contrando la AB deve formare con essa un dato angolo . Ma questo 
poi è uguale all’altro IEG, a cagione delle parallele EG , AB . Dun- 
que 

00 SJ* Finn, I, t t *» III, 
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que h dato un tale angolo IEG, e conseguentemente l'altro LGK j 
<’l punto G. 

Scol. i. I due seguenti Problemi si possono risolvere con un ar* 
tifizio simile a quello del precedente. Le loro soluzioni si ritrovano 
a disteso nel VoLIV. degli Atti Ji Verona , e noi le abbiamo omesse 
•come non confacenti al nostro scopo («), 

1 . In un dato cerchio iscrìvere un triangolo , di cui un lato passi per, 
un dato punto $ e per gli altri due punti dati vi passino le rette j 
che co' due rimanenti lati costituiscano angoli dati a' loro estremi . 

1 &. In un data cerchio iscrivere un triangolo-, cicchi condotte da tre puti- 
ti altrettante rette a due degli angoli del medesimo , queste compre/n 
ciano co' rispettivi lati angoli dati. 

Scoi- a- chiarissimo Sig. Lexell in una sua Memoria sul Problema 
del cerchio e de' tre punti inserita negli Atti dell’Accademia di Pietro- 
burgo per l'anno 1780, prendendo occasione da un tal Problema, s'in- 
dusse, com’ ei stesso dice , a tentare l'altro consimile d'iscrivere m 
un cerchio dato un quadrilatero, del quale i lati opposti concorres- 
sero a punti dati. Egli però ben tosto si accorse, che un tal Pro- 
blema era indeterminato; non pertanto questa sua geometrica disqui- 
sizione il condusse a rinvenire un3 singolarissima proprietà di que- 
sti specie di quadrilateri iscritti ne’ cerchi . Una tal proprietà , del- 
la quale io ne recherò una dimostrazione più elegante di quella 
thè il Signor Lexell ne dà nella sua Memoria , e che rilevo dallo 
stesso Lemma di Pappo, è la seguente. > 

(«) Noi ammiriamo l'ineetino di quello S'ovanetto nell’ aver rilevate quelle 
veliti ; ma poteva raffinarsi più il metodo di esporle . 
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$. g. Se del quadrilatero CDEF iscritto nel cerchio MDZr i due lati Tjv - *• 
opposti DC , EF convengano nel punto A, e gli altri due DE ,CF, f * * 
nell'altro Bq io dico che congiunto un dì questi punti A col 
. centro 1 . del cerchio , ed abbassata daH altro punto li 
sulla AL la perpendicolare BP , dovrà stare 
LP : LM ; : LM : LA . 


Dim. Uniscasi la AB, alla quale sì conduca per C la parallela 
CG, e tirata la GE, si prolunghi fino ad H, v 

E perché il rettangolo ABH adequa il quadrato della tangent# 
condotta da B al cerchio , ossia ( congiunta la LB ) la differenza 

de' quadrati di LB , e di LN , ed è similmente il rettangolo BAH 

uguale alla differenza de' quadrati di AL, e di LM (a)j sarà Tinte» 
ro quadrato di AB uguale a' due quadrati di AL e di LB , toltone 

il doppio quadrato di LM . Ma i quadrati di AL e di LB per la 

13. Eletti. IL eccedono il quadrato di AB pel doppio rettangolo ALPq 
è dunque questo doppio rettangolo ugnale al doppio quadrato di LM, 
e perciò ALP uguale ad LM*, ed LP ; LM : ; LM : LA. 

§.9. Seul. Per mezzo dello stesso Lemma di Pappo si risolve anche 
con semplicità il seguente Problema, del quale niuno di que’ Geo- 
metri, che si sono occupati su queste ricerche, ha fatto menzione. 

V _ M/-' 

a PROP. 

(») Imperocché comprendendo due retti coll’angolo CGE sì l’angolo CFE 
o AFB , che l’altro AHE, faran quelli uguali tra loro. E quindi i triangoli 
AKB, A EH che hann’ oltre a cib l’angolo EAB di cornane, faran fintili, e per- 
cib dee edere AB : AE : : AF : AH; ed il rettangolo di AB in AH uguale all’ 
altro di AE in AF. 
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§. IO. Nel dato cerchio GMI ìtcrìvere il quadrilatero MNPQ , i di cui 
lati distesi passino pe' quattro punti dati A, B, C, D, 

Sol. Si uniscano le rette AB , CD , le quali si producano finché 
*' incontrino in X ; si tirino per M ad esse rispettivamente le pa- 
rallele MI , MG , e si congiungano le IPH , GPK . Saranno dati i 
punti H e K . Ma l'angolo HPK è uguale all’altro IPG, ossia IMG (a), 
o pure al dato CXA . Si è dunque trovato il punto P, alla quale 
ricerca il proposto Problema si riduce (/>) . 

$.n. Scol. La più importante indagine su questo geometrico assunto 
è il seguente generalissimo Problema, che nè tampoco è stato da altri 

finora tentato , e che io passo a risolvere valendomi dello stesso 
. . . 
principio « 

PROP. VI. PROBL. generale. 

§. 12. Nel dato cerchio MNP iscrivere il poligono MNOPQ di tanti 
lati quanti sono i punti dati A , B , C , D , E , pe' quali 
quelli debbon passare . 

Sol. Uniscasi la AB , alla quale s* intenda condotta per M la pa- 
rallela MR , e congiungasi ROH. Similmente si unisca la HC, e ti- 
ratavi per R la parallela RS, si congiunga SPK. E di nuovo unita 
la DK le si tiri per S la parallela ST , e congiungasi TQX . Indi 
uniscasi EX Y, alla quale si tiri per T la parallela TV, e si congiun- 
ti 1 

(a) 1J. E/rm. T. / I*. III. 

(t) Vti. Prtil. II. 
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ga VMY . E cosi si continui a fare se vi sieno più punti dati . 
Saran dati gli angoli MRS ,■ RST , STV ec. del poligono MRSTV , 
come quelli che pareggiano rispettivamente i dati AHK,HKX,KXY ec. 
Se dunque è pari il numero de' lati MR, RS, ST,TV ec. di que- 
sto poligono ( il che ha luogo quando la figura da iscriversi ha un 
numero impari di lati ), comprendendo angoli dati il primo di essi 
lati MR col secondo RS, il terzo ST col quarto TV ec., sarti dato 
l'intero arco MRSTV ec. , e quindi la sui sottesi MV ; e perciò 
anche il punto M, dal quale poi tutti gli altri V, O, P, Q ec. 
restan facilmente determinati , 

Che se poi il poligono MNOPQcc. da iscriversi abbia un nume* 
ro pari di lati, sari impari quello delle rette MR,RS,ST,TV ec.; 
e quindi la MV non verrà ad essere la sottesa di un arco dato . 
Intanto in questo caso, essendo pari il numero delle rette RS,ST, 
TV ec. , sarà dato l'arco RSTV ec., c quindi l’angolo RMV ; e 
perciò distesa YMV in F, sarà anche dato per le parallele RM , AB, 
1’ angolo VFA ; ond' ò , che anche in questo caso resterà determi- 
nato il punto M (./) . 


(a) II primo caso di quello Problema li riduce ad inclinare da un dolo punto 
ad un cerchio una retta, ficchi P intercetta fia data, cioì a ritmar due rette reciproche 
a due date , che aihano una data differenza, E l’altro alla ij. FA I. 
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GIUDIZIO DEGLI EDITORI 

Sulle varie soluzioni del Problema del cerchio e de' tre pumi 
prodotte da Geometri illujlri. 



§.i. j£x Problema d'iscrivere in un cerchio un triangolo, i di cui 
lati distesi, se fia d’uopo, passino per tre punti dati, è il principal 
soggetto di cotesta geometrica dissertazione . Noi che la diamo in 
luce con altri Opuscoli del medesimo Autore , e con que 1 di tanti 
altri Geometri istituiti nella nostra Scuola , ci facciamo un dovere 
di aggiungerne alcune riflessioni su i Metodi di tali Ricerche prati- 
cati da Geometri illustri. 

Metodo del Signor Giordano ; 

§.2. Il Signor Giordano nell'età di quindici anni, e quasi all' 
istante (a) seppe compiere al detto Problema una elegantissimi geo- 
metrica soluzione , «he può dirsi di genio Greco . Ella ne risulta 
immediatamente da un ovvio Lemma di Pappo , applicato due volte 
di seguito a pochi tratti di un'Analisi Geometrica , e ne riduce il 
Problema a dover descrivere su di una retta data un segmento di 

cer- 

00 Mentre in On di il Maeflro del Signor Giordano intrattenevafi ad iflruire 
nell’Analifi (ublime il Marchefe Berlo, coltiffimo Cavaliere di noflra Nazione-; 
cotefio giovanetto ch’era feto fi ritirò in diparte per leggere nn tal Lemma delle 
Collezioni Maremaiicte di Pappo: e ben rodo videfi brillar di gioia nell’ aver conse- 
guita la rapportata foluzion del Problema . 
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cerchio capiente un angolo dato. Intanto per ricordare ai Leggitori 
cotesto Lemma , di cui più volte dovremo valerci , sark bene qui 
rapportarlo, e poi esibirne precisamente l'Analisi suddetta (n) . 

Lem. I. 

§.3. Se dagli estremi A,eB della retta AB data di posizione s'inflet- 
tano ad uno stesso punto D della circonferenza DEG le due rette 
AD,BD, e poi da un punto E delle loro sezioni E ed F conducasi 
la EG parallela alla data AB j la retta che congiunge F altro 
punto F coll'estremo G deWanzidetta parallela , dovrà sempre 
incontrare in un dato punto lì la retta AB . 

Dim. Imperocché i due triangoli FHB,DAB, che han di comune 
l’angolo in B, han pure uguali i due angoli BHF, ADB, come 
uguali al terzo EGII ; dunque sarS BF : BH :: AB : DB, el rettangolo 
ABH uguale al dato DBF. Onde sark dato il punto H. 

AnA. 

(«) Per convalidare quello no Uro giudizio Culla Colazione del Sig. Giordano , 
noi qui ne rechiamo U.Centimento , che ne di di ella il Brigadier Lorgiu negli Atti 
delia Socie ti Italiana. 

„ Quello Ccritto h Ciato mandato da Napoli alla Società dal Signor Bill Co. 
,, de’Sagramoli fin dal di a Ottobre 1787; ficchi il Geometra, che n“b l’Autore, 
„ il compose nella tenera eti di poco più che Cedici anni. Parventi pertanto di- 
ti tevoie il dargli luogo negli Atti della Societì si per quello, che per edere fiati 
„ occupati intorno allo IlelCo Coggetto prima del nofiro Giovanetto diverfi illufiri 
„ Matematici, c si ancora per il di più, ch’egli Cece riColvendo il Problema prin- 
,, cipale in tutta la Cui generalità con fàcile metodo , che ricorda non gii prò- 
, priamente la Sintefi, ma l’Analifi degli antichi. 

Ed il Signor MalCatti nell’Introduzione del suo Opuscolo su quello argomen- 
to cosi parla del Signor Giordano: ,, Corre ora una voce, che un valoroso sio- 
,, vanetto di 16 anni Napoletano abbia superato se (ledo con una Coluzione breve 
„ ed ingegnosa non solo dei Probi, de’ (re punti ; ma eziandio del Probi, genera- 
ti lizzato a qualunque numero di punti fi voglia. 
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§.4. 1. SienoA,B,C i tre punti dati , ed EDF ii triangolo richiesto. 
Dal punto £ conducasi la £G parallela alla data AB, e vi si unisca 
la GF . Questa retta in virtù di tal Lemma dovili passare per lo 
(Jato punto H della AB . 

1. Si congiunga la retta HC, alla quale si meni per E la parallela Er, 
e si unisca la 1G. Anche quest’ altra retta dovrà per lo stesso Lem* 
ma passare per lo dato punto K della HC . 

3. Ed essendo date di posizione le rette EG , ed EI , che soit 
parallele alle date AB, HC , sarà dato l’angolo GEI, ch’esse com- 
prendono: e ne sarà benanche dato ii suo duplo GLI, congiungendo. 
ne i due raggi LG, LI, e la LK. Il perchè sarà puranche dato l’an- 
golo LGI alla base del triangolo isoscele GLI, e quindi il suo con- 
seguente LGK. 

Dunque il Problema si vedrà ridotto a descrivere sulla data LK 
un segmento di cerchio capiente un angolo dato . 

Metodo del Signor Castiglione. 

§. 5. Prima di esporre le geometriche ricerche del Signor Casti- 
glione , e di valutarle , convien dimostrare il seguente Lemma di 
Pappo , del quale si avrà bisogno in molte di queste geometriche 
disquisizioni . 


Lem. 


Tjv. 1. 
Fig. 1. ». r. 
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Dim. Si uniscano le rette DA , AE , AF . Ed essendo DE per- 
pendicolare al diametro AB, sarà l'angolo DAB uguale all'angolo 
BAE. Ma l'angolo DAB è uguale all' angolo HFB , poiché sono nella 
stessa porzione, e l'angolo BAE è uguale all’angolo BFG (j) per lo 
quadrilatero BAEF . Dunque l'angolo HFB è uguale all'angolo BFG, 
e con ciò dee essere GF ; FH : : GB ; BH . 

„ Ciò posto tirisi U. HX parallela alla EF, sarà l'angolo HXF 
, uguale aB'alterno EFA , o siaadAFD, essendo gli archi AE ed AD 
„ uguali,* c perciò HX sarà uguale ad HF (£). Ma pc' triangoli si- 
„ mili AGF , AHX , è AG : AH : : GF : HX o sia HF : ed è poi 
„ GF : FH : : GB: BH (r)j quindi sarà AG : AH : : GB : BH, e la 
„ AG divisa armonicamente in H e B . 

§. 7. Scoi. Noi abbiamo creduto tornar molto a proposito il distender 
quassù per comodo di chi legge la dimostrazione di questo Lemma 
di Pappo . E poiché nel testo ella rinvienti mutilata in fine , noi 
ne abbiain recato un buon racconciamento fattovi da un nostro Geo- 
metra , il quale ci sembra preferibile a quella dimostrazione indi- 
retta e ben lunga che vi appose il Commandino . 

S* e : 

(a) )}, E lem. t. r li. Ili, 

(t) 6 . r/m, /. 

(f) 3. Flirti. VU 
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Lem. II. 

§. 6. Se dal punto G preso nel diametro prodotto AB del cerchio AFB 
si tiri ad esso una qualunque segante KG, e dal punto E, eh' è una 
delle due sezioni, si conduca l' o r. li nata ED ad un tal diametro J 
la retta DF , che unisce F altro estremo D di cotesta ordinata 
coir altro punto F delle sezioni , dovrà sempre incontrarne, 

, il detto diametro in un dato punto H . 
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$. P. La soluzione del detto Problema fatta dal Signor Castiglio- 
ne sebbene sia da meno di quella del Giordano , ella è non per 
tanto egregiamente tornita, e secondo le leggi della buona Sintesi.’ 
Il Valentuomo adotta l’ indicato Lemma di Pappo , c vi aggiunge* 
benanche il trigesimo del detto Libro delle Collezioni Matematiche, 
di esso Scrittore , cioè il quassìt rapportato . Intanto per l’ammas- 
samento di questi due Lemmi, e di certe inutili rette, e triangoli, 
.che osservatisi nell'Analisi del Castiglione, la di lui soluzione b più 
greve, e men venusta di quella del Giordano. Ma ella poi non 
è si deforme, come ce la dipinge il Professor Malfatti: imper- 
ciocché, sgravandola da quelle inutili ricerche, potrà essere assai 
gradevole a’ Geometri. Ed eccone cotest’ 

oAaaìm Geom. semplijtcjtj * 

§.9. 1. Sieno A , B , C i tre punti ciati, ed EOF il triangolo 
richiesto . Dal punto F si conduca la FG parallela alla data AB, 
e si unisca la KG. Questa retta in virtù del primo Lemma dovrà 
passare per un dato punto K della AB . 

a. Si unisca il centro L del dato cerchio col detto punto K: 
e sulla LK si abbassi dal punto G la perpendicolare GRÒ , e poi 
si congiunga la OE . Cotest' altra retta per lo Lemma II. dovrà 
segnare il dato punto Q nel diametro NM . 

3. Cib posto, essendo date di posizione le due rette GF, eGO; 
sarà dato l'angolo OGF, o il suo uguale OEF. Ma i lati di questo 
secondo angolo passano rispettivamente pe'dati punti Q,e C. Dun- 
que il Problema vedrassi ridotto a costituire sulla retta QC un seg- 
mento di cerchio capiente un angolo dato . 

§• 10. Def.i. Il punto K della AB puf) dirsi punto di riunione delle 
trasverzali , che vi cadono dalla parte corrispondente del cerchio: e ve 
ne sarebbe un altro delle trasversali dall’altra parte opposta. 

3 $• m. 


TVru. 11. 
F, s . x. 


Digitized by Google 


Tav. 1. 
Fig. 2 . n. 


iè 

$.11. Def.i. Il punto Q , ove quel diametro che passa per K, è 
diviso armonicamente, puf» dirsi punto di armonica divisione. 

$. 12. Ed cccone su di ciò un utile e preclarissimo Principio, 
che, come più giti diressi dal Signor D. Giuseppe Scorza, è il se» 
guente geometrico Porisma . 

Se da dati punti A e lì s' inflettano ad un medesimo punto Q 
delia circonderemo EDN le due rette AD , BD , e vi si ccngiungano 
per la EF le due sezioni E ed F f questa retta dovrà formare un 
angolo dato con quell 1 altra retta, che da una di dette sezioni conducasi 
al punto di armonica divisione. Cioè a dire l’angolo F£Q sari semi 
pre dato. Del che in appresso. 

Metodo del Professor BIalfatti. 

$.13. Il Signor Malfatti segue fedelmente la prima meti della so- 
luzione del Signor Giordano , o di quella del Castiglione , e poi par 
1. che ripieghi a diverse indagini, cioè ad inclinar da due punti dati A 
e B ad un altro D della circonferenza le due rette AD, BD, sicché 
la EF, eh' è tra le sezioni, riesca parallela ad una retta data di sito. 
Ma questa tal ricerca, ch'egli antepone in un Lemma (a), è identica 
si nella natura , che nell' eseguimento alla composizione geometrica 
del Signor Fuss . Dunque noi possiamo veracemente concludere la 
soluzione del Professor Malfatti non esser diversa da quelle di que* 
sti Geometri che nell’ industre congegnamene (fi). 

Ma- 
la) Brave risoluzione di quello Lemma (che avrebbefi dovuto dir Problemi). 
Sia EF parallela ad una retta data, e EG all'altra AB che congiunse i dati pun- 
ti A e B , sari dato l'angolo FEG, e quindi il suo duplo FLG, che 1 ; al cen- 
tro . E vi sari dato ancora Federilo LFH del triangolo isoscele FLG. Ma c da- 
to il punto H per io Lemma I. Dunque su di L H dovtl coflituirsi un segmento 
di cerchio capiente un angolo dato . 

(#) Quelle tre rotazioni emetiche del Problema de’ tre punti e del cerchio, 

ebbj- 
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Metodo deci.' Illustri Geometri Leonardo Eulero, 

E Nicola Fuss. 

§.14. Nel IV. Voi. degli Atti nuovi di Pietroburgo avvi una solu- 
zione del detto Problema maestrevolmente ordita dal sommo Eulero, 
ove alcuni Principi -geometrici, e certe geometriche grandezze veg- 
gonsi con delle algebriche divise , forse per iscortarne i raziocini . 
Egli adotta quel I. Lemma di Pappo, e poi vi dimostra fra le altre 
cose le tre verith seguenti. Cioè; 

I. «Se nella base AB dì un qualunque triangolo AOB si prendano 
i due punti F e G ugualmente distanti dalla perpendicolare calata dal 
vertice 0 su di essa , la differenza de' quadrati de' lati OA , OB è 
uguale a! rettangolo Jelt intera base nella differenza delle sue parti 
estreme AF , KG . 

II. Se da dati punti A e B s enjjettano ad un qualunque punto P 
della circonferenza aPb le due rette AP , BP , e sia F il punto di 
riunione delle trasversali , che sono a destra ; ci dovrà distar tanto 
dal centro del cerchio , quanto ne dista P altro punto G delle trasve ri 
sali a sinistra (.;) . 

ni. 

ebbero delle genefi fpeclofe , che convicn qui rapportare . La foluzions del Cafti- 
glione fu un diftillato di profusi fudori di un Geometra Tedefco. Quella del Si- 
gnor Giordano fu un colpo di genio, e l’altra del Malfatti emerfe all’eco, «m’ei 
dice, di quella del Giordano. 

(<) La prima di quelle tre verità b quali intuitiva, e le altre due con bravi 

finterie! ragionamenti fi pedono conseguire . 

Dal centro O del dato cerchio li abballi la OS perpendicolare alle due corde 
am, in, che fon tra loro parallele. Ella dovrà paflare pe* punti medi di que- 
lle : ed oltre a cib dovrà bisecare l’angolo verticale del triangolo isoscele «Vi», 
incontrandone la BA ad angoli ratti in S . Ed avendo i due triangoli FVO , 
GVO i due iati FV ed VO uguali agli altri GV ed VO j ed uguali gli an- 
goli 1 \ O, G\ O comprefi da efli , .farà la base OF del primo uguale all’ altra 

* OG 

.. .. . . . 


Tov. II. 
F/g.J. 
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III. E la tangente condotta al cerchio dal punto F , o dalFa/rro G , 
Sara media proporzionale tra i segmenti estremi della data AB (F) , 
cioè tra le rette AF , e E G . 

Or il Valentuomo, dopo di aver dimostrate analiticamente qoe- 
ste tre cose , ed alcune altre , vi riduce il Problema alla seguente 
indagine, cioè: Congiunto un certo punto della riunione delle trasver- 
sali col centro del dato cerchio , vuol formarsi iti esso centro e con 
tal retta un angolo ,. tal che il suo coseno abbia una ragion data a 
quello di un angolo dato • Ma il Signor Fuss in un'altra Memoria., 
eh’ è d'appresso a quella dell’ Eulero, vi rende più semplici, e più 
geometriche coleste investiga/ioni : e sì le une che le altre son de- 
gne di gran lode „ 

Metodo del sommo Analista il Signor de la Grange. 

§.15, I. La soluzione di questo Problema eseguita con dell’Algebra 
comune dal sommo Signor La-Grange ha de' voli analitici sublimi , 
che noi qui segneremo per utile di chi legge. Or egli nel condurla 
con buon successo vi dimostra analiticamente il seguente Principio, 

che 

OG dell’ altro. E sari pare FS uguale ad SG . Ed eflendo , come I’ è chiaro , 
or : ur:: GS : SF, fari GS uguale ad SF, e quindi i due punti G ed S faranno 
equidilj^nti dal punto S, ed anche dal centro O del detto cerchio. 

O pure eflendo isosceli e limili i due triangoli a\ r m , FVG, fari «G uguale 
ad mF. Ma fon pur» uguali le Oj ed Orti , e gli angoli OaG , 0 ;»F. Dunque 
fari la bafe OG uguale all’ altra OF . 

( t ) Ed eflendo OA’ uguale ad OF* con AF*, e con iAFS , o pure con 
AFG ( Dim . prec .) , fari lo llcflo OA* uguale ad OF* con GAF. E tolti d’ambe 
le parti Og* ed O /* , rellerì BAF uguale ad FP* con GAF. Sicché togliendoli 
anche GAF, vi rimarrà AF.BG uguale ad FP*. 

Ed ecco in pochi verfi di Sintesi l’intera diflertazione del valentitfinio Ar.a- 
Iilta. 


Digitized by Google 


ai 


«he in ogni (Triangolo la differenza dì aue lati divisa per la- loro 
somma debba pareggiare il prodotto della tangente dei la semi somma 
degli angoli alla base per la tangente della metà dell'angolo verticale; 

e '1 Signor Castiglione da due Lemmi Geometrici voi deriva ». Ma 
noi crediamo, che ciò non sia un affare di più lemmi, o di nuo- 
vi giri di calcoli moderni : una lieve riflessione su i Principi della 
Trigonometria Rettilinea basta a tal ricerca . 

II. Infatti per poter ciò intendere si bisechi per la OK T an- 
golo verticale NOA del triangolo AON , e per la OH il suo conse- 
guente NOG ; diverrà l'angolo NOK complemento di NOH , per es- 
ser retto l'angolo KOH , come ne appare : ed ei sarà benanche 
complemento della semisomma degli angoli m N ed A. Onde dovrà 
essere Tang. NOH ~ Cot. NOK . Inoltre col centro O intervallo ON, 
eh' è il minor di que’ due lati, si descriva il cerchio NM, che do- 
vrà segare la NA in M: onde congiunta la OM, sarà l'angolo AOM 
differenza degli angoli A ed OMN , o del suo uguale ONM . Ma. 
pe' Teor. di Trig. si sa essere il quoto di AO— ON per AO-f ON 
uguale a quello di Tang. JAOM per Tang. NOH» Dunque sarà 


AO — ON „ JAOM _ 

rr Tang. — 

AO-fON Cot.NUK 


Tang. x AOM . Tang. NOK . 


III. Oltre di questo- principio- il sommo Geometra ne adotta.- 
benanche un altro, eh’ è assai noto in Trigonometria,- cioè che debba 
essere Tang. ( p — .9 ) — (Tang. f> — .Tang. !) : (i -f Tang.? .Tang. $), 
e cosi poi ne deriva tre simmetriche equazioni., e le maneggia . 
Cioè si congiunga il centro O del dato cerchio co’ dati punti A, B, C, 
e supposto esser PNM il triangolo richiesto , si chiamino a, b, c 
le congiunte OA , OB , OC respettivamente ,. ed r il raggio di tal 
cerchio; e poi si dinotino per s, t, v le rispettive tangenti delle 
metà degli angoli ignoti AOM , AON , AOP, e per le p , q quelle 

degli 


l 


Tav. IL 

»s-s- 


Tav. lì. 
Tig. 6. 
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degli angoli noti AOB , AOC . Sarli in vinti «li quei due principi 
applicati a' triangoli AON, BOP , -c COP,- 

i. si — ini — A 

a + r 

ir. ini . ini — Itti = b 

1+ ps v + pv 6 -J- r 

in. l ni . ini = in: = c 

I + yr ‘ l -f-yv c -f- r 

Ove le A, B, C esprimano per brevità di calcolo i secondi mem* 
bri di coleste equazioni , i quali veggonsi essere grandezze note . 
Intanto il Valentuomo maneggiandole con un saggio metodo di elimi- 
nazione fa emergerne un 1 equazione quadratica determinata avente 
la sola s per ignota ,• cioè la sottoposta 

(CK— G^) r 1 -! (CH— AO-f-(CK— F) — . A (F— CHy) , 

in cui si sien poste per brevitli di calcolo le 

B— — P 

— C«— Bp*)? = G 

— CH-B)p + (B— p ') 9 = H 

i — Bp’+(i-fB)py “ K 

§.i<5. I valori delle proposte ignote son dunque assai complessi, ed 
onusti di termini asimmetrici , tal chc.pajono incapaci di costruzione, 
ch'ò la principal cosa che vuoisi ottenere ed ottener bene nel risol- 
vere i Geometrici Problemi . Ed in vero il sommo Eulero dubitò 
forte della possibilità di siffatta costruzione. E‘l Sig. Lexell impie- 
gandone 14 pagine in 4 ° a poter costruire due di essi valori, così 
conchiude del terzo : At tamen facile patet constructionem prò an~ 
palo z satls esse perplexam , nec ulium alhuc ncbis se se obrulit 
art if cium, quo Me espressionet ..... per angulos vel arcus in 
figura facili negotio inver.icndos construi se paterentur . E che do- 
vrà 
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Vrk dirsi di cotesti analitici risultati , quando sien più che tre i 
dati pumi, e vi si chiegga d’iscrivere nel cerchio un poligono di 
altrettanti lati che passino per essi punti? Ma noi conchiudiamo es- 
ser più che umani i tratti euristici di quest’ analitica soluzione del 
Signor la Grange, e se è assai malagavole il costruirla ,. colpa non 
c del grand’uomo, ma dell’arte. 

Riflessioni su di alcune Ricerche affini del Sig. Lexell. 

§.17. Il Sig. Lexell dopo di aver geometricamente costruito quegli 
analitici valori quassù indicati , si propose il Problema d' iscriver# 
in un Cerchio un Quadrilatero , talchi i lati opposti di tal Jigurt 
concorressero a’ punti dati • Egli in tal ricerca s' avvide , che co- 
testo Problema categoricamente espresso era indeterminato , e l'in- 
dicò nel seguente modo: Hu'.c quaestioni infini tas numero respondt- 
re solutiones perspexi . E continuando coteste speculazioni, vi sco- 
verse un' elegante proprietà de' Quadrilinei iscritti in un cerchio , 
cioè quella che il Signor Giordano ha qui sopra nitidamente, ed in 
conformità de'suci principi dimostrata (§.?.). Intanto il detto Gior- 
dano su di ciò espresse negli Atti di Verona un Paradosso euristico > 
cioè che questo Problema generalmente concepito era giucchi de- 
terminato , e che diveniva indeterminato con apporvisi una certa 
limitazione. E noi tra questi due pareri sulla natura del Problema 
si discordi , come ci conterremo ? 

A noi pare , che cotesta proprietà de’ quadrilinei iscritti in 
un cerchio non sia nuova, e che proposta nel vero aspetto, come 
ora il facciamo , renda que’ due Geometri concordi . Infatti , se 
da un punto esistente fuori di un cerchio gli si conducano due tan- 
genti, e due seganti ; le rette, eh; uniscono le sezioni superiori e le 
inferiori delle seganti , deggion convenire in un sol punto colla ret- 


■®4 

la fra contatti , o pur rsttrle parallele Ed ecco dalle parti inte- 
riori di dette seganti, e dalle congiuntemi delle loro sezioni emer- 
gerne il Quadrilineo richiesto . In esso la retta fra contatti è per- 
pendicolare a quel diametro che passa pel proposto punto. E questa 
segante centrale è armonicamente divisa dalla curva e dalla retta 
fra contatti. I conici del Signor la Hire, quelli dell’ Ab. Grandi, 
e quegli altri del nostro Ab. Giannattasio rapportano cotesta pro- 
prietà del Cerchio. E*1 Signor Wolflgango Krafft, Socio con Lexell 
nell'Accademia Petropolitana, avea ciò avvertito fin dall'anno 1753 
•nelle sue Istituzioni di Geometria Sublime §. 88 . 

Dunque i due punti dati , perchè 11 detto Problema sia possi- 
bile , deggion esser talmente posti , che ciascheduno di essi stia 
- nella retta che unisce i contatti delle tangenti menate dall’ altro 
punto al cerchio. E '1 Problema enunciato con questa limitazione 
sarà indeterminato, come lo avverti saggiamente il Signor Giordano. 
Onde per renderlo determinato converrebbe aggiugnervi qualche al- 
tra condizione , cioè che un di quei lati passi benanche per un pun- 
to dato, comprenda un dato angolo con un altro, ec. 


DPU« 
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OPUSCOLO III* 

DEL SIGNOR 

D. GIUSEPPE SCORZA; 


Nuove speculazioni sull ’ ù tesso argomento . 


§• *• già votgea l’ anno settantesimo sesto del secolo tra- 

scorso , o il trigesimo quarto , da che il Problema del Cerchio 
e de’ tre punti si aggirava tra’ Geometri , quando il Signor Casti- 
glione piccatosi di riuscirne, compì nitidamente un tal lavoro, e 
fu di sprone ad altri, che in altre guise il medesimo Problema ri- 
solvessero . Ma in quel tempo, chi'l crederebbe! Roberto Simpson 
Inglese, e Mattia Stewart di Edimburgo, che potran chiamarsi Geo- 
metrarum facile Princif.es (a) , isvelarono un Porisma di Euclide , 
che di coteste investigazioni può esser copiosa vena . Imperocché 
il primo di essi imbattendosi in queste oscure indicazioni di Pappo 
Ori nSs YjTOt e» irapadeoei ecai , n pera rivog tutìsta; siri ra 
SoOsv oriiieio» veisons Sodava» itepieyei yurta» , quod quae in 

parath'si erit vel una cum aliena recta linea ad Jatum punctum vergente 
datum continet angu/um, s 1 indusse a credere, che quivi si proponessero 
due rette inflesse da due punti dati alla circonferenza di un cerchio 

4 dato 

{«) Roberto Simpfon vien riputato il più fagace Sintetico tra’ mate- 
matici della Gran Brettagna , i quali fi fanno un pregio di voler su di 
ciò l'accuratezza Greca emulare. 
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dato di sito e di grandma. E per esserne sicuro di un tal concetto, 
il diresse a quel Geometra di Edimburgo, cui pregò caldamente, 
che il ponderasse. Or questi non solo aggradi una cotale geometri- 
' ca conghiettura, ma s'ingegnò benanche di animarla con rigida di- 
mostrazione; e si n'emerse quel Ciclometrico Poristm, ch'è la cin- 
quantesima settima Proposizione del Simpson , e l'ultimo, com'egli 
il crede, de' Porismi di Euclide . Intanto il Signor Simpson fini di 
vita prima di applicarlo a risolver de' diiHcili Problemi , come far 
dovea. ET Castiglione, che il tenea tra le sue ricerche, e sotto 
mentite forme , perchè noi riconobbe all’ arrivo dell’ Opera del 
Simpson ? A me non cale il rintracciar le ragioni del non fat- 
to ; è ben di applicarne un tal Porismi a risolver famiglie di dif- 
ficili Problemi, perchè si comprenda il pregio, e T energia di que- 
sto sublimissimo Ramo del Luogo Risoluto degli Antichi (•?) • 


EROP. 

j • 

(«) Con un tal Porisma Euclideo fi pollo no rifolvere affai bene , oltre 
a’ Problemi proporti in quefti Opufcoli , anche tant’ altri con dati affini , 
come fi è praticato da alcuni de’ noftri valenti giovanetti . E con ciò in- 
tendiamo di autorizzare la natura de’Poristni deftinata a feiorre difficiliflimi 
problemi , e certe di loro famiglie dì una pari malagevolezza , onde par- 
ci , che i fcguenti verfi di Pappo , che haa travagliato molti Eruditi , 
debbiali a quello modo interpetrare : tooir Ewan S<u 

*9 fate (ut r ,K : -nx"n«™ no taf ««»' «( rpodKa^reer , 

ferrar v», «*.**««. «•*•« • Euc! ' d,S ^ 

opus arùficUWmum in onalyfin difrillimorum Problemi '»* , (eorumque) *e- 
nerum, quorum immtnfam multitudintm pube' natura ( pcrìjmaium ) . 
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§. 1 . Se da due punti dati A e B inflettami alla periferia del dato cerchio Tav jjj 
DEG le rette AK,BE, che di nuovo lo incontrino ne' punti D ed F j Ftg. 1. *• 
dovrà la retta DF delle loro intersezioni formare ad un suo estremo 
un angolo dato con un'altra tendente ad un punto datti. 

Dim. Si tiri dai punto D la DG parallela ad AB , che nc con* 
giunge i dati punti A e B; e di poi si unisca la GF.che segnerà 
nella retta AB il punto dato H (a) , e questo punto dato H si con- 
•giunga col centro C del cerchio mediante la retta HC , cui si ab- 
bassi la perpendicolare GM, che incontri la circonferenza nel pun- 
to I $ e si unisca la FI, la quale ne incontrerà il diametro nel da- 
to punto K ( 6 ) . Ciò premesso , l'angolo DGI è dato , avvegnaché 
formato da due rette DG,GI, date di sito. Dunque sari dato del 
pari il suo uguale, ovvero il supplemento a due retti DFI, eh' è 
formato dalla retta DF delle intersezioni delle due rette inflesse ; 
coll’ altra FI tendente al dato punto K . C. B. D. 

§. 3. Cor. 1. Dato il cerchio PEQ; ed i due punti A e B , che T*v.n : 

possiam dirli delle Inflessioni, si potrà esibire ciascun de' due punti ***** 

di tendenza con due terze proporzionali . Cioè prendendo BG terza 
proporzionale in ordine ad AB e la tangente condotta al cerchio 
dal punto B : e troncando dalla congiunta QG un’altra OH terza 
proporzionale dopo la detta OG e ’1 raggio del cerchio O g . Sarà H 
uno de’ detti punti di tendenza , e «osi potrà rinvenirsi anche l'altro. 

§. 4. Cor. 1. Si abbassi dal centro O la OS perpendicolare alla 

data AB , e presa la OD terza proporzionale in ordine ad OS ed 
„ • 4 * al 

(a) Lem. t. Ofmfc. prrc. 

(b) Lsm.ll. OpuJ. cit. 


V _ ' - . 
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al raggio OE del cerchio , si descriva sopra di OD come diametro 
il cerchio DHO Questo sarà il luogo di tutti que' punti di tendere 
za, che corrispondono a' punti delle injltssioni situati nella AB. 

5 . Cor. 3 . Da’ punti A e B si possono inflettere al dato cer- 
chio PEQ due rette , tal che la congiungente delle sezioni riesca 
parallela, alla AB . In tal caso le tangenti menate a questi punti 
segneranno nella AB i due punti G ed F delle riunioni delle tra- 
sversali ; e si vedrà „ chiaramente , eh’ essi debbano- essere equidi- 
stanti dal punto S, come lo avea per altre vie dimostrato 1’ Eulero» 
E dalle verità di questi Corollari si potrebbero risolvere vari Pro- 
blemi delle inflessioni r che a’ Giovanetti potranno essere una lode- 
vole occupazione. 

§. <5. Scol. L’addotta dimostrazione è diversa da quella del Sim- 
pson nel numero de’ casi , eh’ ei distingue, e nell’orditura delle ra- 
gioni . Intanto dal «entro C si abbassi CH perpendicolare su di AB 
terminata in A , e vi si faccia il rettangolo AHB uguale all’ altro 
QHP. Sarà il quadrato di CB uguale a’ due quadrati di CH ed HB. 
Onde togliendosi gli Uguali quadrati di CF e di CP, resterà il ret- 
tangolo EBF uguale al quadrato di HB ed al rettangolo QHP , cioi al 
quadrato di HB , ed al rettangolo AHB , ossia al rettangolo ABH : e sarà 
«utilmente il rettangolo BAH uguale all’ altro EAD . Ed in tal caso 
nc risulterà il quadrato di AB uguale alla somma o alla differenza de’ 
rettangoli EAD, EBF, o de’ quadrati delle tangenti condotte al cerchio 
da’ punti A e B, secondo che il punto H cade tra i punti A e B, 
o al di fuori di essi. Ma unito il punto H colle intersezioni dello 
inflesse AE , BE, mediante le rette HDI,HFG, sarà per l’inversa 
del I. Lemma (j) la IG del pari che la DF parallela alla AB, e 

quindi perpendicolare alla CH. Dunque pel IL Lemma (h) la retta 

DG 

(a) §. $. Opufc . IL (b) ldevì §. 6 * 

/ 
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DG delle intersezioni incontrerà il diametro nel dato punto K di 
armonica divisione. ... 

§.7. Scoi. a. Intanto i due punti di concorso A, B de' lati oppo- 
sti del quadrilatero DCFE iscritto nel cerchio, hanno le condizioni 
dello Scol. prec. (a). Dunque la diagonale DF che unisce le inter- 
sezioni delle due BFC , ACD inflesse nel punto C della circonfe- 
renza , dovrà passare per quel punto di armonica divisione . Simil- 
mente l' altra diagonale CE, che congiunge le intersezioni della ste»< 
«a BFC e dell' altra AFE , inflesse al punto F della circonferenza , 
dovrà passarne per lo stesso punto K di armonica divisione . Dun- 
que P intersezione di queste due diagonali dovrà cader se npre nell’ 
3 stesso punto K ■ E perciò se dienti i pumi di concorso de' lati op* 
posti di un quadrilatero iscritto in un cerchio , sarà anche dato quel* 
lo delle sue diagonali • 

c • 1 1 

PROP. II. PROBL. 

!> 8. Dati quanti punti si vogliano A,B,C ,D,E ec., ed il cerchio 
FGI t iscrivere in esso il poligono FGHIK , i di cui lati 
passino rispettivamente per que' punti dati . 

’Anal. Suppongasi iscritto il richiesto poligono nel dato eerchro; 
E poiché il primo lato FG di esso poligono, ed il secondo GH 
deggion passare per i dati punti A, e B, dovrà la retta FH dello 
loro intersezioni formare ad un suo estremo P angolo dato FHN 
colla retta HN tendente al dato punto H (F) ; e sarà dato Parco 
FN . Ma cotesta retta HN inflettesi col terzo lato HI , che dee 

pa» 

{ 4 ) Vei. la Dim. iti Giti iene. 

(#) Perirne pret. 


Tav.L 


Tav.lll. 
F, i- }• 
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passare pel punto «fato C. Dunque per lo Stesso Porisma la ret- 
ta delle intersezioni NI formerà ad un suo estremo un ango- 
lo dato Nliì colla retta IO tendente al, dato punto i j e sarà da- 
to 11 dr co NO, e con ciò l'altro FQ , che sari somma, o diffe- 
renza de' dati archi FN , ed NO. Cosi pure questa retta tenden- 
te IO indettesi col quarto lato UC del poligono . Dunq ie la ret- 
ta OK delle sezioni formerk ad un suo estrema un angolo dato 
eoli' altra K.P , tendente al dato punto m\ e sari dato l’arco OP , 
fi quindi l'altro FP , che sarà pure somma, o diflertnza de' due 
archi dati FO, ed OP. E cosi appresso, finché si pervenga aduna 
tendente PK , la quale inflettesi coll’ ultimo lato KF del poligono . 
in tal. caso sarà dato l' arco sottoposto PF , e con ciò 1’ angolo alla 
cjr conferenza FKP e il suo conseguente EKm . 

Dunque si ridurrò il Problema a descrivere sulla data retta Eni 
una porzione di cerchi® capi®®** quell' angolo dato . C. B. F. 

9 . Cor. f. Il Problema del cerchio e de’ tre punti resta imme- 
diatamente risoluto dal Porisma . 

§.io. Cor. 2. Che se. poi de' tre dati punti, due abbiano le con- 
dizioni dello Scoi, prec. e 1 terzo sia quello dell’armonica divisio- 
ne , il Problema sarò indeterminato . E lo stesso dovrà dirsi con- 
venevolmente del Probi, generale . Lo che non è stato da altri av; 
«ertilo } come dovevasi. 


PROP. 
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‘ PROP. m, PROBL. t : r 

, ' ? iuta i.ir 

J. il. Dato il cerchio minóre ABC D in un emisfero, dividerlo in un 

dato numero di archi AB , BC , CD , DA ,> oc. sicché i cerchi i 

massimi condotti per gli estremi di ciascheduno passino per, 
altrettanti punti dati G, H , I, K ec. nella superficie 

i di esso emisfero • ve . 1 

• • ' • * . • ' : . • . • • • :ì i ; 1 •> 

' Anal. Suppongasi diviso il dato cerchio ABCD nel modo ri- 
chiesto . E poiché il primo arco AB è tale , che il cerchio massi- 

mo condotto pe’ suoi estremi A , e B dee passarne pel dato punto 
to G ,• il raggiò CG disteso dovrh incontrare il proposto piano ia 
un punto g, che sark dato. Ed un tal punto essendo sì nel piano 
del cerchio ABCD, che dell'altro CGBA, dovrk trovarsi nella ermuno 
sezione di essi, cioè nella AB. Dunque la corda AB del primo ar- 
cò dee passare pel punto dato g. Lo stesso s'intenda delle corde 
degli altri archi successivi BC , CD, DA, ec., che deggion pure 
passare rispettivamente pe' punti dati A, i, k ec. Dunque il Pro- 
blema si riduce ad iscrivere nel dato cerchio il poligono ABCD 
i di cui lati AB , BC , CD ec. passino per altrettanti punti dati 
g, A, i, k ec. Lo che può farsi per il Problema prec- C.B.F. (a), 

§. 1» 

(a) Il lèmma Eulero indicò la rifoluzione dì quello Problema per 
tre punti dati nella fuperficie dell’ Emisfero . Ma ella non v’ è indicata 
chiaramente , come può vederG da quello ragionamento tratto da una 
fua memoria dell'Accademia di Pietroburgo 1780. Concipiatur plenum fphe- 
ram in centro circuii tangens , fuper quo triangulum plenum modo preferipto 
jem fit eonftrucìum , tjufque trans! atto ad fuperficiem fphers erit faci Ili ma , 
rum angui! circa centrum in fuperficie tam plani , quam fphere fint idem , di - 
Jtamia vero puncìorum dalorum , & angulcrum trianguli a centro fphera in 
tangentes aieant . 





Tav. llt 
Kg. 4. 
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§.12. Scol. Questo Problema geometrico potrebbe convertirsi in 
un altro geografico assai leggiadro , che io qui proporrò per dimo 
atraré V Utilità 4» tali speculazioni . Cioè: Dato un parallelo ter • 
restre , ed. un numero n di luoghi nell* inetto emitjero , ti vuol di* 
videre tal cerchio nel numero n di archi , ticchi i cerchi mattimi 
condotti per gli estremi di ciascheduno pattino pe' dati luoghi rispet- 
tivamente . E volendo rendere piò universale quel geometrico Pro-, 
blcma si potrè enunciar quest' altro . Dato un cerchio in un qua*, 
ianque salido di ' tivoluzione , ed il numero n di punti nella superficie, 
di etto, dividere tal cerchio nel numero n di archi, ticchi le sezioni 
che conduconsi per gli estremi di ciascun arco , e per un dato punta 
nell'asse dello stesso solido, passino co' loro perimetri per que' punti 
dati respettivjmente. In simil guisa dato un cono, ed il numero n di 
punti nello spazio, si potrebbe addi mandar e if iscrivere in questo solido 
una piramide del numero i* Ji iati , le di cui facce passino per quei 
punti reepertiv amente . O dato un cilindro, ed il numero n di punti 
nello spazio , vuol iscriversi in esso un Prisma anche del numero n 
di lati., sicché le facce di tal solido passino per q uè' punti respettivi . 
E cosi di altri. 



CoN- 
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A noi punto non lice il voler calibrare l’eleganza, onde que- 
sta famiglia di malagevoli Problemi qui vedesi risoluta, con de' nostri 
didascalici principi, in varie guise. Un equo Leggitore, che l’arte 
possegga dell’ inventare, ha diritto di estimarli. Ma intanto non vi 
mancan de’ Dotti , che vedendo la chiarezza , e la semplicità, di ccrr 
te geometriche speculazioni, le credon volentieri di facile indagine, 
o che l' avrebbon potuto anch’ essi rilevare all'istante: ed in ciò 
confondono la percezione di quel che si è ritrovato coll’ entità di 
ritrovarlo ; quasi che fosser cose uguali il veder bene un oggetto, 
cd il saperlo produrre sì perfetto. Gli Elementi di Euclide, ed i 
Quadri di Raffaello r così loro parliamo, sono i parti i più naturali 
della Ragion dell' uomo, c della di lui Immaginazione; ma essi ne 
son pure i più rari; e niuno mai ha ardito di poter sì l’uno, che 
l’ altro emulare . Il Problema delle quattro rette fu risoluto con 
pochi giri di Analisi dall’ingegnoso Signor delle Carte, e dal som- 
mo Newton con due versi di Sintesi leggiadra: ma intanto una tal 
ricerca la più energica sapienza de' Geometri della Grecia confuse .' 
L ’ Enigma Fiorentino , ed il Paradosso del Conte Fagnani nel rinve- 
nir due archi ellittici, la cui differenza sia rettificabile, terrebbero 
tuttavia attoniti i Matematici, se chiare soluzioni non si fosser da- 
te all’un Problema, ed all’altro. Ed or talun le crede agevoli o fri- 
vole ricerche : e così in simili casi dall’ eleganza delle altrui spe- 
culazioni il disprezzo di queste , o di quello ei ne ritrae. Intanto, 
per non più digredire, questi Problemi, clic posson chiamarsi re- 
jrattarj , han pure un'indole speciosa: ed è che chi tenta di ri- 
solverli , ne resta smarrito , malgrado i lumi del suo ingegno , e 
l'arte che possegga. Laddove quei, che si arrestano a’soli temi o a 
leggerne le altrui nitide soluzioni, li credon lievi oggetti della Ra-, 

5 gione, 
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gione, o un degno esercizio di Scuola (a). Ma ilSig. Cramer diceva 
al Castiglione, parlando del più facile di questi Problemi, untate 
di risolverlo , e si vedrete quanto PI malagevole. E questi dopo di 
averlo risoluto con immensi stenti, par che gli rispondesse: Ho vo- 
luto risolver questo Problema per liberar dalla noja i Geometri che 
ne avrebbon intrapreso lo sntdamento. E quindi se non valgon le voci 
del Cramer e del Castiglione a liberar que* Dotti da simili precipitanze 
intellettuali , che sono più incomode ad altri , che ad essi , noi li 
consigliamo a starne saldi su questo Canone di Logica, ove prescri- 
vesi , che solamente coloro che sono stagionati nelP inventare , han di- 
ritto dalla condotta delP argomento di estimarne la difficoltà deld indo- 
gaz ione. E quegli altri poi , che non son usi , o non son potenti a ciò 
fare, si regolino dagli aggiunti delP argomento : cioè a dire dal tempo 
in che speravasi una tal ricerca , dal valor di coloro , che vi s' impe- 
gnarono, dal giudizio de'Ssrvj, me. (A). Ed in fine, inerendo a' de» 

siderj 

(a) Uno fpirito dimoftratore , cui manchi l’arte d’ inventare , eh' è una 
virtù dianoetica diverta dall' abito di dimoflrarc , non può eftimare le al- 
trui invenzioni, che dalla facilità, o dalla difficoltà d’ intenderle . Ed in 
ciò ei sbaglia di molto. In fatti alcuni Profelfori di quella Capitale in leg- 
gendo quel I. Opufcolo del Sig. Giordano, l’ebbero a vile, ed in difpreg- 
gio , come fe foflervi frivole difquilìzioni . Ma il Lorgna , il Malfatti , il 
Carnor, ed altri Geometri illultri lo han reputato un ammirabile lavora. 

(b) Enfi già (tampato il 11 . Opufcolo di quella Raccolta , quando ci 
è pervenuta la Geometria di pofizione del Signor Carnot diilmtiffimo 
Matematico delle Gallie , dalla quale carpendone alcune cofe al noflro 
foggetto concernenti , le rechiamo qui appreso . 

„ Il Signor Giordano, cosi ei dice nel Probi. 45. di detta Opera, 
,, nell'età di 16 anni trovò non folamente una foluzione fintetica ellre- 
„ mamente elegante del Problema del Cerchio , e de’ tre punti , ma gli 
„ diede tutta la generalità po (libile , applicandola a’ Poligoni ifcritti di un 

» ou- 
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siderj del Signor Giordano , preghiamo i coltivatori della Geometria 
Analitica a due, o tre coordinate, di voler risolvere e costruire, 
giusta i loro metodi , e per nostro gradimento i Problemi generali 
di coleste mirabili iscrizioni, e di altre ricerche affini. 


*■ 


„ numero qualunque di lati. Il Caftigiione recò a quel Problema una fo- 
„ luzione ingegnofiffima , ma complicata . Il Signor Lexel ave* raggiato 
„ di adattar la foluzione al Quadrilioeo infcritto nel Cerchio, ma non 
» vi riufcl m alcun modo . E così di altre rotazioni ec. 

Ma noi crediamo etfergli a grado la rotazione del Caftigiione da noi 
quassù fimplificata . E ricetto al Lexel gli ricordiamo , che quello Geo- 
mena di Pietroburgo non imputa a riavere il Problema quafcù indicato, 
ma quello si bene di dover, iteri vere in un Cerchio un Quadrilineo , ficchi 
i taoi lati opporti concorreflero a due punti dati. Che quello Problema , ch’ei 
difle indeterminato , abbia birogno di una certa limitazione per elfer tale: 
e che non era nuova quella proprietà de'Quadrilinei ifcritti in un cerchio 
che il Lexel pretefe di averne rilevata. 
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OPUSCOLO IV* 

Estratto da un Manoscritto di Analisi Sublime 
di un nostro Geometra . 


Delle Funzioni Fratte , e del Risolvimento loro in 
Frazioni Parziali. 


, r a i varj argomenti , che contengonsi ne' Metodi Sommator] 
de' Geometri Moderni , niuno sembra esser più venusto , e più com- 
pleto di quello , che ad integrare i Fratti Razionali or si destina. 
Le Teorie deH'Analisi sublime , che gli son confluenti , come sa- 
rebber quelle dell’ Equazioni Identiche, delle Funzioni Circolari, 
delle Logaritmiche, ec., e le molte verità illustri, che vi si veg- 
gion brillare, ne formano la venustà deil’ argomento . Il Teorema 
Ciclometrico (a) del Cotes , quell'altro affine del Moivre , il Prin- 
cipio del Bernulli nel ridurre in archi reali di cerchio i logaritmi 
di quantità immaginarie, il Teorema volgarmente detto dell'Alembert, 
ed anche quell'altro del Mac-Laurin , di cui talor ci varremo, sono 
le principali di coteste verità, che doveansi a' giovani rammentare. 

Ma qual n' à mai l’ adeguatezza di cotesto esimio argomento , 
e T importanza , che gli si ascrive ? „ Concessa la risoluzione dell'* 
r Equazioni Algebriche, non vi ha fratto Razionale, che non s'inte- 

„ gri : 

(a) Un noflro Analifla ha comunicato alla Reai Accademia delle 
Scienze di Napoli una nuova , e diretta dimoflrazione del Teorema Ci- 
clomctrico del Cotes, la quale ci fembra affai facile, ed infiem rigorosa, 
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„ gri : e siffatte Integrazioni alla quadratura ridueonsi delle linee di 
„ secondo ordine (<0 , che Sezioni Coniche appelliamo . Inoltre la 
„ piupparte delle Forinole Differenziali , che son libere da grandez- 
„ ze trascendenti , nel trasformarsi in razionali, nel pomerio del no- 
„ stro argomento si riducono , per esserne poi integrate (A) • 

Intanto questo nobilissimo lavoro non si può eseguire in alcun 
modo , se ciascun de' Fratti da integrarsi non siasi anteriormente 
risoluto in certe convenevoli sue parti. E queste opere prelimina- 
ri (r) son più di quel lavoro malagevoli . Il sommo Eulero espose 

sag- 


(a) Giovanni Bernulli , e Rugiero Cotes , che furono i principali fa- 
bri di quella Teoria, fi efprimono su di ciò diverfamente , febbene fiea 
concordi tra loro, e con noi. Il primo avverte,- che l’integrale della fra- 
zione pdx:q , ove le p , e q fieno funzioni razionali della * , può darne una 
funzione algebrica della ftelfa *, o può ridarli tilt quadratura del Cerchio , 
o deir Iperbole . E l’altro vi aggiunge , che quelli due fi riducano alla mi - 
fura degli angoli , « de' rapporti . 

(£) In conferma di ciò , che fi è indicato in quello difcorfo proemiale, 
può ridurli all’ integrazione de' fratti razionali l’integrale della foratola 

... . , » yyj t 

differenziale x dx(a-j-bx JT , fe l’efpreffione — fi trovi effere un numero 

intero negativo : o pur fe Cavi un intero negativo , o pofitivo quest' altra 

efpreffione ” + —, come 1’ è noto dagli Elementi di Calcolo Integrale . 
n t 

E ponendo Hizv'Ot-f-.Sx-f-j.xx) , K=( ' , L là formola 

V f+gx \j-i-gx' 1 ' 

differenziale Xdx , ove la X lìa una funzione razionale delle * ed H , o 
delle xeK, fi ridurrà in razionale. Ed anche tale ne diverrà quest’ altra X^ 
quando Cavi la X funzione razionale delle x“ ed L . E cosi porrebbe!! 
qualche altra rapportare di fimi! riducimento . 

(r) Bada faper ridurre l’ integrale del fratto a quello di 

quest’ altro £ ^ _ | , che n’ è più fetnplice , per poterfi ogni fratro ra- 
zionale integrare : imperocché le integrazioni degli altri fratti razionali , 
che da quefle non dipendono , fono chiare di per se tteffe . 
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saggiamente cotesta previa calcolazione in pili luoghi delle sue Ope- 
re : cioè nel secondo, e nel duodecimo Capo dell'' Introduzione all* 
Analisi degl’ Infiniti , nell’ ultimo Capitolo del Calcolo Differenziale, 
nel quarto , e nel quinto volume degli Atti Nuovi di Pietroburgo, 
e forse altrove altre ricerche ei pur ne fece. £ tali cose si credon 
sì chiare , e perfette , che chi a rifar le imprende, par che le in- 
tralci, o le verghi servilmente. 

Ma pure non è ciò, come altri il crede. Coteste Teorie dell* 
Eulero, che son quivi sistemate col Metodo Ramistico, e nel cam- 
mino di un Genio che inventa, si dovrebbon ridurre in un Siste- 
ma Didascalico Euclideo in grazia degli Apprenditori . Onde con- 
verrebbe accuratamente definire qual sia il Fratto Analitico Genui- 
no , e quali le sue Parziali-, dimostrandone anteriormente la possi- 
bile risoluzione di quello in queste . Di più abbozzati i metodi 
antichi di un tal risolvimento, dovrebbonsi proporre, e dimostrare 
i nuovi con eleganza , e renderne le regole di essi di facile com- 
prensione , c ritenevoli . 

Anche dovrebbonsi questi calcoli liberare da grandezze imma- 
ginarie , da funzioni circolari , e da un treno di malagevoli 
operazioni . In fatti quando vuol determinarsi col Metodo Euleria- 
no il numeratore di quella parziale , che abbia per suo denomina- 
tore un fattore duplice reale, o una sua potenza , a quali stenti 
nop soggiace un giovane Analista nel dovere le dette grandezze 
maneggiare ? E nè anco i risultati generali proposti dal Valentuo- 
mo per accomodarli a’ casi particolari, costan meno di fatica di 
quell' altra: e poi converrebbe di aver sempre seco coteste forntole 
per poterle agli owj casi applicare. 

Or noi, che qui imprendiamo ad agevolar sì sublime, ed utile 
argomento, in tre Opuscoli il distinguiamo. Nel primo di essi si 
propongono i Principi illustratori delle Teorie, e del maneggio, che 

vi 
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vi si conviene. Nel secondo vi rechiamo le precise Regole , che deb- 
bonsi osservare nel risolvere un Fratto Genuino nelle sue parziali. 
Ed esse non son , che quattro assai brevi , chiare , e ritenevoli , e 
purgate benanche da immaginarie grandezze, e da funzioni circolari. 
E per vie più chiarirle , e renderle a' giovani familiari , le corre- 
diamo di alcuni esempli, che abbiamo tratti dall’ Eulero, non per- 
chè non avrebbersi potuto escogitar degli altri in confacevol modo; 
ma affinché in un tal parallelo di soluzioni il pregio del Metodo 
nostro risaltasse. Finalmente il terzo de' detti Opuscoli contiene 
alcune altre cose al medesimo soggetto appartenenti , e di minor 
rilievo di quelle altre : e noi ci lusinghiamo , che questi lavori 
sien per esser gradevoli a* Dotti , ed utili a’ Giovanetti , se pur 
l'Opera risponda al suo disegno. 


$.1. Dfjìn.i. Un Fratto, di cui tanto il Numeratore, che il De- 
nominatore sia una Funzione Razionale di una variabile, si dice es- 
ser Genuino , se tal variabile ascenda ad una maggior potenza nel 
Denominatore, che nel Numeratore. E se ciò non si avveri, ei 
suol dirsi Spurio. 


§. a. Scoi. Vale a dire il fratto analitico — dovrà dirsi genuino, 
se oltre all’ esserne una funzione razionale della variabile x tanto 
il suo numeratore M, che il denominatore N, si avveri altresì, 
che l'indice della più alta potenza della x nel denominatore sia 
maggiore di quello della più alta potenza della medesima x nel 
numeratore, comunque ciò si conosca, cioè intuitivamente, o per 


A 

illazione. Il perchè i seguenti fratti , 


A-j-B.r xr+«x—'+... 

f+f x x\ — 1jx+cc ’ (a+xy (i j-x) 

son genuini , supponendosi esser quantità costanti le grandezze di- 
verse dalla x , che vi si osservano . E sarebbe spurio quest' altro 

fratto , o qualche altro similmente condizionato . Intan- 
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to per mezzo dell’analitica divisione potrà troncarsi da un fratto spurio, 
se ne sia d’uopo, la parte intera, per indi averne in ciò che resta 
il fratto genuino. Finalmente vuol avvertirsi, che se in un fratto 
genuino si trovi esser costante il numeratore , per esempio uguale 
ad A , ei potrà supporsi moltiplicato per x": e per tal ragione do- 
vrà l’addotta definizione (a) convenirgli. 

§.3. Cor.I. Se nel denominatore di un fratto genuino rinvengasi 
la prima potenza della variabile jr, senza esservi altra di lei potenza 
di grado superiore al primo , il numeratore di esso dovrà esser co- 
stante. E la forma generale di tal fratto potrà indicarsi per ^ . 

§. 4. Cor. II. E se la variabile x nel denominatore di un fratto 
genuino ascenda alla seconda potenza, il di lui numeratore potrà 
avere una delle seguenti forme A, Bjr, A-f-Bjr, l’ultima delle quali 
è delle altre più generale. 

§.5. Cor. III. E generalmente, se la variabile x ascenda alla po- 
tenza n nel denominatore di un fratto genuino, ella non vi si pò-, 
trà elevare al di là della potenza n-—i nel numeratore. 

§. 6. Dejin.il. Due Funzioni della variabile x diconsi essere tra 
se prime, quando esse non abbiano per comune misura, che la sola 
unità , o qualche altra quantità costante . 

$. 7. Coroll. E quindi , se la X dinoti una Funzione intera e 
razionale della variabile x , le due espressioni X, e (p+qx-\-rxx+ec.y 
dovran dirsi tra se prime, 'se la X non contenga alcun fattore ugua- 
le a pq-y-r+rjrjr-f-ec., o ad un fattore di questo polinomio. 

6 PROP. 

(«) Il P. Vincenzo Riccati valentiflìmo Analirta Italiano nelle fue 
Infl. dì Ctlc. Int. Cap. 8. §.zi. cosi definisce le frazioni pure, o genuine. 
Frabìionts pura illx dicuntur , in ejuibus exponens numirateris minor tfl expo- 
ncntt dtnominatoris . Ma cottila definizione non sembra e (Ter completa ( 0 . 
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PROP. I. TEOR. 


8 . ^ dinoti una qualunque Frazione Genuina', ed x e 'P ne sino 

i [attori del suo denominatore , che però suppongami essere tra 
se primi (6) J ella potrò scomporsi in due fratti benanche 
genuini, che abbiano per loro denominatori le grandezze 
Xj « t rispettivamente . 

. M 

2 ìim. Suppongasi la proposta frazione — essere uguale a queste 
«lue altre ^ , e ^ * di cui i numeratori V , e 4» vi si deggian de. 

terminare . E sia n l’ indice della massima potenza della variabile 
st nella funzione X , ed r il massimo esponente della medesima x 
nell' altra funzione + . Sarà n+r il più grand' esponente dell' an» 
zidetta variabile nel denominatore della proposta frazione , cioè 
nella N» o nella sua uguale X+. E quindi il polinomio A-f-B.r + 

Cjrjr Qjr n 1 pouk generalmente disegnarne ( 5 ) la V: 1' al» 
tro A' + B* -f C'xx . . . . -p Qjr ne pqtrk esprimer la 4> : e'1 nu- 
meratore M della proposta frazione dovrà avere la seguente formi 
generale a + bx 4 - cjt* . . . . + qx~ • Ove vuoisi avvertire, che 
le a, b, c , A, B, C, A', B 1 , C’, ec. ne dinotano altrettante 
quantità costanti, con tal divario, che le sole a , b , c . , . . q son 
grandezze note, ( di cui alcune possono essere anche zero), e le 

altre poi ne sono ignote da doversi da quelle rilevare . 

M V 4> 

Ciò posto si moltiplichi per XSk l’assunta equazione 
avrassi M ~ V+ + tX . E ponendo in questa seconda equazione i 
valori delle grandezze M, V, 4* indicati nel §. precedente, sarà 

« + bx + ex* qx t + r ~~ 1 — + (A + Bjt + C**-— * + 

X (A’+B’z + C'«- -*».. + Q'* r — *). 

Ma. . 
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Ma la variabile x ascende alla potenza r nella funzione ■$-, come 
ai è detto qui sopra : dunque ella dovrà montarne alla potenza /j-f-r— - i 
nel primo di que' due polinomi , che osservansi nel secondo membro 
di quest'ultima equazione. E con simil ragionamento si concluderla 
esserne n+r— -i l'indice della più alta potenza della x nel secondo 
de' detti polinomi. Il perchè essendo n+r— t il màssimo esponente 
della x nell' un membro e nell' altro dell' esibita equazione ; ne 
sarà n+r il numero delle classi de’ termini analoghi , che vi si 
conterranno: cioè di quei termini, ove la x in ambe le di lei parti 

ritrovasi elevata alle potenze o, r, a, 3 n + r— 1 . Quindi 

è che facendosi altrettante equazioni de' coefficienti di detti termi' 

ni, potran determinarsi dalle date a, 6, c ec. le assunte A, B, C, 

M 

A 1 , B’, C*, ec. E la proposta frazione _ potrk risolversi ne’ due 
fratti genuini quassù indicati . 

Intanto, se le grandezze X,eqf- non sieno due fattori della N 
tra se primi , esse dovranno avere una qualche comune misura (4}, 
che almcn dee essere della forma lineare x+Px . Or supponendo 
uguale al zero cotesto binomio , lo che può farsi , anche diverrà 
zero il secondo membro dell’ Equazioue Mrr:V++'t'X , ove tal bi* 
nomio n’ è un fattore. E dovrà quindi restarne . Ma ciò ri- 

pugna : dapoichè non s< è supposto esserne a+(Sx un fattore della 
M , o ( che torna allo stesso ) ponendo in M in luogo della x quel 
suo valore — • non vedesi esser zero il risultato ( a ) . Dunque 

le X, e + deggion essere fattori della N tra se primi. C. B. D. 

* §.9. 

(a) Al por fi «-f /3 jt=o , ogni funzione della jr,ore quel binomio non 
liane un fattore, deefi acqui (lare un valor determinato. Lo che dalle Teo- 
rie delle Funzioni Analitiche l’ è non . 
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§. 9. Corotl. I. In simii gnisa puf* dimostrarsi , che la Frazione 
M 

Genuina su risolvibile in tre altri fratti puranche genuit 

. V V‘ V" 

ni, e delle seguenti forme — , — , ^7, qualora sieno leX,X', X" 

fattori tra se primi del denominatore della frazion proposta . £ lo 

stesso dicasi se tali fattori sicn pili di tre. 


§. io. Cor. 0. E se il denominatore N della Frazione Genuina ^ 
sia risolvibile in fattori semplici, che sien tutti ineguali, e che 
noi dinotiamo per jt — a, x — a , x—a", ec. , potrà scomporsi la detta. 
Frazione in altrettanti fratti genuini delle seguenti forme. 



A 1 A" 
x — a' ’ x — a* * 


ec. (a) 


$• ir; Scoi , Questo Teorema dovessi dimostrar generalmente (J>\ 
e nel principio di coteste analitiche ricerche per poterne rassodare 
la possibilità delle cose, che saran pili giu definite, ed essere co- 
me base a’ Metodi ad esse convenienti. Onde non sappiam compren- 
dere, perchè altri ciò non rilevi, o a danno vel trascuri de’ Gio- 
vanetti . Intanto prima di esporre altre dicevoli risoluzioni di co- 

testi 


(«) Qui le grandezze A , A’ , A" , ec; fon contanti da doverli de- 
terminare col Metodo praticato nel Teorema , o con qualche altro confa- 
cevole . E la M è una conveniente funzione della x (5) . 

(t) Il fonuno Eulero non dimotaa quella verità primordiale gene- 
Talmente, come per ragion di Scienza ei far dovea i ma da qualche efem- 
pio , su cui ragiona con eleganza , cerca di ralfodarla . In fitti nel §. 40. 
deli’/ntr. alienai. deglTnf. cosi dice il Valentuomo: cu/us ni verità* tx 
extmplo clariut , quarti per rttiocinium per/picietur . Ma poi nè egli, nè altri 
imptgoanfì a dimoftrar la neceflità della condizione , che deggiono avere 
» fattori X, e del denominatore del dato fratto per ottenerli il richie- 
fto rifolvimento , cioè di doverne effer tra se primi. 
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testi Fratti , è ben di recarne qualche esempio per vie più chia- 
rire un tal Teorema, c la condizione che vi s'include* 

Esempio I. 

[ §. ta. La Data Frazione Genuina — • vuol risolversi in due 

l— x* 

altre frazioni benanche genuine, che abbiano per loro denominatori i 
Binomj l «— xx , ed l-pjrjf fattori tra se primi del proposto denomi- 
natore . 

Soluz. Le richieste frazioni si suppongano avere le seguenti (4) 
idonee forme* 

A+Br „ C+Djr 

> e ; 

i—xx r+r* 

Ed esse poi ridotte allo stesso nome si uguaglino alla data . Dovri 
esserne il numeratore di questa uguale alla somma de' numeratori 
di quelle . Cioè . 

A+B:r+A**-f Bar’+C-f D*— C*’ — . T)** 

Dunque pareggiando i coefficienti de' termini analoghi di quest’ E- 
qu azione Identica , eh' è di tre dimensioni , ne avrem quattro Equa- 
zioni lineari , ed indeterminate, cioè le seguenti; 

1 — B ■ D , A ■*— C zzr o, B -f I) — o , A -|- C o 

Or la seconda , e la quarta di esse ci fan conoscere dover esserne 
A~o, e C~o: (lo che rilevasi or sommandole insieme, ed or 
dall’una l'altra sottfaendo). Ed essendo per la terza delle anzidetto 
Equazioni la B — — D, la prima riducesi ad i— aB . Dunque sar& 
B=:t, D = — t, e le richieste frazioni saranno effettivamente 



Ss. II. 
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Esempio li. 


§.13. Propongasi il Tratto Genuino ( xx —i ) doversi rt« 

solvere in due altri Tratti , che abbiano per loro denominatori i Bi~ 
nomj rx—x, ed xx—i fattori del proposto denominatore , che non son 
tra se primi ; divisarne l'assurdo, che s' incontrerebbe in tal caso (a) . 

Soluz. Suppongami essere le addimandate frazioni 
A+Bx ^ C+D* 

XX X ’ XX 1 

E ridottele allo stesso nome del proposto fratto , si sommino i loro 
numeratori . Si avrà per una tal somma il seguente Polinomio 
•—.A — (B+C) x -f (A-f-C-— D) xx + (B-f-D) x'. Or questo dovrebbe 
uguagliare aar+i numeratore del proposto fratto. Sicché formandone 
l' Equazioni de 1 termini analoghi , come si è qui sopra praticato , 
a’ incontrerebbe 3—0 , lo eh' è un assurdo . Che anzi senza ma- 
neggiar cotest' Equazioni , ei sarebb’ emerso col solo supporre ugua» 
le a zero x—i comune misura di que'due denominatori xx—*x, 
ed xx— il. Poiché in tal supposizione l'è uguale a zero il divisato 
Polinomio (di cui x—i vedasi esserne un fattore): e quindi anche 
ne sarà tale ìx+i , che dee pareggiarlo . Ma nell' essersi supposto 
x—<i—o, n'h x=zi. Dunque l’Equazione 2*-f-i=:o ridurrassi a 
3-j-izzo. Ch’ è un assurdo. 


PROP. 

(a) Ciò ferve a chiarire la feconda parte della precedente dimoftra- 
zione . 
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4 ? 


$. 14. Siena (4+*)’ ed X fattori tra se primi del denominatore (7) 

M 

della Frazione Genuina ^r, — ; dico poterti onesta risolvere 

nelle frazioni benanche genuine, e delle seguenti forme 
A . A' A* V 

(4— x)* ^ X ’ 

ove 1 numeratori A , A', A' ec. son grandezze costanti 
da determinatisi. 


Dim. In virtù del precedente Teorema il proposto fratto può 
scomporsi in due altri , l’ uno che abbia X per denominatore , e 
per numeratore la V, eh’ è un conveniente (5) Polinomio: e l'altro 
che debb" avervi (4 — xf per denominatore, e per numeratore (5) 
un Polinomio della seguente forma « + 4 *+ yxx.,... + Dun* 

<jue per poter reggere la proposta risoluzion del fratto, dovrebb'es* 
seme 

A A' A" JP *+£*+ ? xx -f-ft» 1 ’— * 

(4 *)• (4 — X )"-' (4 Xj 1 — ' * * * 4 — X (4 — *)• 

o che torna allo stesso, le assunte A, A‘, A", ec. dovrebbero es- 
sere determinabili dalle grandezze « , fi , y , ec. Ma moltiplicando 
cotesta Equazione per (a— oc)", ottiensi 

A -J* A' (4 — x) + A'( 4 — x)‘ + P (4 — xY~' — a•^^|?x-^•yxx...-^•px*- , : 

ed il primo membro di quest" altra Equazione n’ è simmetrico al 
secondo. Dunque il pareggiamento de’ termini analoghi di essa sari 
sufficiente a determinarvi le assunte A, A', A'*, P, ec. dalle al- 
tre *, ff , y, ec. E quindi potri esserne 

M A , A' , A" y 

X(a— x>" ( 4 —*)" (a— xj~‘ + (4— x)— » + X 


PROP. 





PROP. III. TEOR. 


$. 15, Siena (xx^lasc+cc )’ , ed X i fattori tra sé primi del deno- 

M 

minatore della Frazione Genuina — ; — r- ; io dico po- 

X(xx — ■zax-f-rf)* ' r 

tersi questa risolvere ne' seguenti fratti anche genuini 


A+B x A'-f B‘x V 

(xx— lax+ccy + (*x— !„*+«)-' + X' 

ove le A , A, B , B‘, ec. qui ne dinotino altrettante 
quantità costanti da doversi determinare. 


Dim. Quest' assunto può dimostrarsi , come quello del Teore- 
ma precedente: sebbene l'Eqttazion Identica, che ne determina le 
quantità assuntine A, A‘, B,B', ec. , qui ne monti al grado in— 1 , 
là ove nel precedente era n — 1 . 

§. 16. Scol. Il denominatore di un Fratto Genuino potendo aver 
fattori di diverse dimensioni , a quali di essi dovretn nostre ricer- 
che limitare ? A soli fattori semplici , o lineari , se pure il sien 
reali. E se tra quelli ve ne ha degl’ immaginar j , dovrem prendere 
in luogo di essi certi fattori duplici reali (chesicnodi seconda di- 
mensione) e '1 più delle volte han la seguente forma trinomiale 
xx—zax+cc, ove sia la c maggiore dell' a. Or tutto ciò si vuol 
fare per due ragioni . Prima , affinchè ciascun de' fratti emergenti 
dal risolverne quel dato Fratto non sia ulteriormente risolvibile 
in altri. Secondo, perchè una tal forma di fratti n'è assai comoda 
per le integrazioni, che talora vi si deggion fare: per l’indagine 
de’ termini generali (a) delle Serie Ricorrenti: e forse per altre 
analitiche ricerche. EJ ecco Fimpegno de’ due seguenti Teoremi nel 
dover risolvere il Polinomio x m + Px"~‘ -f Qx"* - ’ ec. ne'divisati fattori. 

PROP 

(«) Se un Fratto Genuino fi fvolga in una ferie infinita , co’ Metodi 
propofii nell'Analifi Sublime , cotefla ferie fuol dirli Ricorrenti ; dapoichi 

per 
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PROP. IV. TEOR. 

17. Volendo risolvere in Fattori 'semplici il Polinomio t" -j- Pj:”'* 
Q*"* - ’ -f- ec. , ove la x sia una grandezza variabile , convita porlo 
uguale a zero. E dinotandosi per a , 6 , c , ec. le radici di cotesta 
Equazione , cioè ì valori della x ad essa soddisfacenti , do- 
vranno essere x——a , x—b -, x —c , ec. i Fattori del proposto 
Polinomio . 

«9 

Dim. Sieno a , b , c , ec. le radici dell' Equazion , che nasce dal 
porre il proposto Polinomio uguale a zero per vi determinare la 
x, come s'ella fosse ignota. Sari chiaro doversi cotcsta Equazione 
Algebrica trasformar nell’altra a)(x — b) (* — c) ... — o . E tra 

7 quel 

per ottenerne un qualunque Tuo termine convien ricorrere ad alcuni di 
quelli, che immediatamente il precedono: cioè il coefficiente di quel ter- 
mine può formarC con fommare inGeme i coefficienti di quelli dopo di 
averli moltiplicati per certe quantità date rifpettivamente . E quindi ri- 
folvendo il propoflo fratto in altri più femplici di effb , e fvolgendo an- 
cor quefli in altrettante Serie ricorrenti ; la forama de' termini generali 
di cottile Serie parziali dovrà uguagliare il termine generale della propolla 
Serie. 11 fagacilfìmo Moivre fu il primo a fpecular la natura, e la geneft 
delle Serie Ricorrenti Semplici . Il Gommo Eulero Teppe illuflrarne le fpe- 
culazioni di quello Geometra Inglefe. E l'incomparabile Sig. La Grange 
nel r. voi. Mifctl. Taurin. ne ridulfe la ricerca de' termini generali all'in- 
tegrazione dell' Equazioni lineari a differenze finite ; ed altrove ei pur li 
rinvenne con un metodo ingegnofo, e fenza mica rifolverne lafrazion ge- 
neratrice nelle Tue parziali. Inoltre le odierne cure de’ Geometri Tedefchi 
fon rivolte a calcolar immediatamente ciafcun termine di ana Serie Ricor- 
rente . E finalmente l'infigne Sig. la Place ha fatto delle faviiffime ri- 
cerche su i termini generali delle Serie Hrcurro-recurrentr , su di che anche 
fi è occupato lodevolmente il Sig. La Grange neUV/a-. dì Beri. 1773. 
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quel Polinomio, e’1 prodotto di questi binomi dovrà intercedervi 
un’Equazione Identica, che dee reggerne per qualunque valore,' 
che alla variabile x potrem dare (a). Cioè a dire, è Identica la 
seguente Equazione 

x* + Pjr ~-> + ec. = O— a) (x—t~) (a-—.-) ... A * 

e ‘1 secondo’ membro di essa non è , che il primo trasformato ne 1 
suoi fattori . Or sebbene (6) col supporne uguale a zero quel Po- 
iino- 


(<) Col fupporfi il propoflo Polinomio uguale a zero , la variabile x 
par che traligni di fua natura, divenendone collante da variabile, che 
1' era . E quindi potrà dir taluno non elfer retto il metodo preferitto in 
quella Propofizicne , come quello, che la natura ne cangia del foggetto. 
Ma a dileguargliene tal dubbio li è detonata l’ultima parte della dimoltra- 
zione del prefente Teorema. 

(A) In grazia de' Giovani Studiai! conviea aggiungerne alcune cofe 
nuove fui paifaggio di un'Equazione Algebrica in Identica, e di que- 
lla in quella . Ed in I. luogo ponendo nell' Equazione A la grandezza — 
in vece della x, ella fi cangerà in quest' altra 

i+Pv+Quv+ec. = ( t — av) (l — iv)(i — ev) B 

E poiché quest' Equazione Identica dee reggerne ponendo per la v una fua 
qualunque funzione, che noi potrem fupporla razionale , e dinotarla per V; 
farà pure i-f-PV+QV V+ec. = (t 1 — xV)(i — 4V)(i — cV) ec. E cangiando 
in Algebrica una tal’ Equazione con dispiegarne la V nel fuo valore in v, 
~e con lignificarvi per A , B , C , ec. i coefficienti delle potenze afeendenri 
dalla v, li avrà la feguente Equazione derivata 

A-j-Bu+Cvti-j-ec. ero, 

le cui radici non fon più , y , —, ec. , quali fcorgonlì nella B ; ma 
quelle si bene , che ricavanfi dalle feguenti Equazioni 
t — aVro, i — ùV~e, t — cV~o , ec. 

Ed ecco una genefi dell' Equazioni Algebriche ben diverfa da quella dell* 
Haniot Inglese , e che ne apre un ampio campo a nuove analitiche fpe- 
culazioni . Del che altrove . 

II. Vo- 
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linomio , i valori della x soddisfacenti a quest’ Equazione Algebri- 
ca non sien che le a,6,c,e c. solamente; pur non di meno son 

varia- 
li. Volendo ridurre in fattori il Binomio cfponenziale -f- (e' ±: e - *) non 
vi otterrem l'intento col porlo uguale a zero , come fi è prò porto nel pre- 
fente Teorema. Ma riducendo coterte grandezze efponenziali nelle loro 
ferie, e pareggiandone a zero ilrifultato, potrem ritrovare con una verità 
ovvia -delle funzioni circolari i fattori di querto , che dovran elfer benanche 
del proporto Binomio i fattori . Ed un tal metodo è più naturale , e più 
femplice di quello dell' Eulero , che in tal ricerca fi vale d' infinitefimi di 
primo, e di fecondo ordine, e di quell' altro benanche di Simone l’Huil- 
lier, il quale col metodo de’limiti, e con certe ingegnofe evoluzioni di 
'funzioni circolari ciò s'impegna di ottenere. . 

III. Inoltre prendendo i log-mi del primo , e del fecondo membro 
dell'Equazione B avrarti 

/(i+Pv+Qw+ec.) — /( I — av) -+- /( t — bv) + /(i — rii) + ec. • 

E Ce rifolveremo coterte grandezze logaritmiche nelle loro ferie, e vi pa- 
reggeremo i termini analoghi , potrem rinvenirne agevolmente le fomme 
de’ quadrati, de’ cubi, delle quarte potenze , ec. delie radici dell’Equazione 
i -f- Po -f- Quv -f* ec. =: o . 

'Quello metodo fi dee al Sig. Landen Inglefe. E l'accurato Sig. Lacroix 
■n altro più agevol ne propone , che confirte nel prendere i logaritmi 
di amendue i membri dell’ Equazione A , nel ditferenziarli , nel rifolvere 
in ferie i fratti del secondo membro di effa , e nel paragonarne i termini 
analoghi , dopo di avervi praticate le ovvie riduzioni . 

IV. Finalmente il cangiamento di un’ Equazione da Algebrica in Iden- 
tica, e da quella in quella non confondendovi le lor nature, non po- 
trà attribuirli ad un’ Equazione in un di que' due fiati ciò , che le av- 
verrebbe nell’altro efclufivamente . Cosi il differenziale log-mico dell'E- 
quazione A può moltiplicarli per lo denominatore del I. membro, eh' è 
il Polinomio x" -4- Px“-' + Q*”-’-f-ec. ; ma quello non potrà poi fupporfi 
uguale a zero. Conciofiìachè in tal modo avrebbefi un erroneo abbaffi- 
mento di tal Equazione, o qualche altra cofa evidentemente affurda . Ed 
in ciò (un cauti gli Apprendimi di quelle Scienze. 
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variabili le differenze delle a, tr, c, ec. dafla x presa indetermi- 
natamente , e nello stato- di sua variabilità. . Onde dee esser anche 
variabile il prodotto di queste differenze, il quale è la trasformata 
del Polinomio proposto , e con questo ne forma quell' Identica E- 
quazione (a). 

§. i(f. Corel!. Concessa la Risoluzione dell' Equazioni Algebriche, 
tm qualunque Polinomio può sempre disciorsi ne’ suoi Fattori li- 
neari , che saranno reali , o immaginari o gli uni cogli altri tra*- 
mischiati . Del che qui appresso . 

§. 19, Scol. Se inai quel termine del dato Polinomio, ove Lv x 
ascende alla massima potenza , non abbia per suo coefficiente -pi , 
qual si è supposto qui sopra , ma si bene ,• tra’ fattori di esso _ 
Polinomio , che ritraggonsi in supponendolo uguale a zero , convien 
riporvi quel ±t*. CÒsi 1 fattori del binomio ixx — 1, come ban 
li comprendiamo , sono r-+-i , %— 1 , e <x . I due primi di essi ri- 
bevami dal supporvi il detto binomio ixx— l—o : o , riducendo 
tal Equazione, dal porvi x r — iirro. E l'altro fattore 2,cheavealo 
una tal riduzione eliminato , si è dovuto ripor tra quelli per rcn- 
derveli completi. Ma se cotesto Polinomio sia denominatore di una 
frazione; quel +;« potrh escludersi da' fattori di esso ricavatisi dii 
supporlo uguale a zero , sol che divideremo per -tz* il di lei nume- 
ratore . E quindi la generai forma di un di questi fattori semplici, 
ed inuguali , in che può risolversi il denominatore di un fratto 
genuino, sarh or— •.?: la ove (jr— o)’ sarh quella del prodotto di più 
fattori semplici , ed uguali . E la prima di tali forme potrh cangiarsi- 
in <2 — x , c l'altra in ( _• — x)' per le cose gih dette. 

PROP. 

(a) Il Dottor Vatmrsley fuol dire su tal l'oggetto Ics raci/ics il arte 
Equaiioti ea funi tci'jcurs cics divi/eurs. Ma i PP. le Seur , e Jacquier vi 
prendon que' fattori per radici. E sì l'uno, che l'altro di quelli due con- 
cetti non fouo adeguati . Onde badino i giovanetti di evitarli . 
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20 . Se il Polinomio x m -J- Vx r *~~' -J- QV*~* -f- ec - Mia Fattori lineari 
immaginar ] , il numero dì questi è sempre pari : e ciascuno di essi 
ne ha sempre un altro affine, sicchl il prodotto loro divien reale . 
Un tal prodotto suol emergervi sotto la forma tri nomiate xx—^laxf-tci 
ove la » sia maggiore delP a . Ed ei potrebòesi benanche esibire 
sotto- la forma Euleriana xx — • lex .cos. f -j- cc 

. \ 

s_ 

Dim. La prima parte dì questa Proposizione è assai nota dalle 
Algebriche Teorie , o per quelle dell'Analisi Sublime . Sicché omet- 
tendone la dimostrazione , è ben , che ne illustriamo la seconda par- 
te. Su di che vuol sapersi, ch’essendo c maggiore di a, dee essere 
il fratto minore dell’ unitù : ond' ei potrò disegnarne il coseno 
di un angolo 9 , postovi il raggio trigonometrico uguale all' uniti » 
E quindi quel trinomio comune potrò ridursi alla forma Euleriana 
col seguente artifizio intuitivo, (j) 

xx — 2ax-j-cc — xx — lex.d- -j- cc — xx—— arar.cos. p-f cc . 

§.21. Caroli. I. Ponendo uguale a zero xx — zcx. cos. ? +'ce, dee 
risultarne 

r = ( (cos. q teseti. (,y/ — 1) E 

§. 22, 

(c) Vale a dire un Fattore duplice reale rifiatante da due '{empiici 
immaginari può avere una di quelle tre forme : 

!.. xx*—zax-\-cc , II. xx — irr-cos.^+rc , III. xr—lax-j-aa-j-bb . 

La prima vien ufata da' Geometri Inglefi , la feconda da'Tedefchi, e la 
terza par die fi adoperi da’ Francefi . Su di che vedi le Seur , Jacquier , 
la Croi» , ec. Ma iotanto cottila riduzione , e le altre de’ feguenti Corol- 
lari qui fon condotte per vie più femplici,e più chiare di quelle, che altri, 
per tal oggetto han calcate . Come taluno può accertarfeue rifcontrandoli. 
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§. il. Cor. II. E se vorremo elevare alla potenza n i due mem- 
bri dell’ Equazione F , sari 

x"— c*(cos. *+: sen.#y/— . i )* “ c'(cos. « ? ±:sen. i) G 
Imperocché formando la potenza n del binomio cos. ? ir sen. p vAr 
si vedranno i termini reali di questa serie pareggiarne cos. n t , • 
quc'jcbe son moltiplicati per esserne uguali a sen. np. Lo 

che è noto abbastanza (£) . 

§.23. Cor. 111 . Ve' metodi volgari si elimini 1 dall’ Equazio- 
ni F, e G, si troverà immantinente 

x" rz c* . cos. n a dr c" . sen. * « ( x “ cos * \ u 

v v V ±r.sen.p ) 

E questo altro valore della a-* vedesi sgombro di grandezze im- 
maginarie. 


PROP. 

(i) Elevando il binomio cos.»+sen.?> alla potenza n , ì termini im- 
pari della Serie , che n’ emerge , prefi con fegni alternativi da + in — , 
daranno l'efpreflione del cos. np: e quella del sen. np farà formata da’ ter- 
mini pari , che pur fi alternino da politivi in negativi . Quella regola 
potrebbe!! raccorre per induzione da ciò, che han detto il Signor Lagni 
nell'^rr. delle Scien. 1705, e ’l Marchefe de 1 ' Hopital Traìt. anulyt. 
Sctt. Coniy. pag. 455. Ma l’Autore di quest’ Opufcdo ha dimollrato in due 
diverfe guife , che ci fembran nuove , la verità recata . Cioè a dire , ei 
la trae immediatamente dal Teorema volgarmente detto di Tolotnmeo : 
ed altrove ei la ricava da quella verità di Analifi fublime , che dee elTer 
-rv'-t = I. (cos.^sen.^s/' — 1). Intanto il inedefimo Autore ha llabilita 
quella verità, come un Teorema fondamentale delle funzioni circolari, 
dimoftrandola col Metodo de’ Limiti, che tanto a’Geometri Moderni è_gra- 
devole . 
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§. 24. Il Polinomio A-j-Bx~\-Cxx+Dx ’+ «•. acquista la forma lineare 
, qualor si ponga uguale a zero il trinomio xx*~—lax~[-cc , 
che non sia fattore dì detto Polinomio : o, eh' i lo stesso t 
se ne' suoi termini porremo 1 ax~m.ee per xx . 

Dim. Supponendo il trinomio xx~— iax+cc~o , sarà xx~iaxmm C c ; 
e quindi x' , che per quest' ultima Equazione dee uguagliare 
laxx—cex , sarà con quel riducimcnto uguale a 4aax—lace—-ccx , 
Dunque il quadrinomio A + Bar+Cjra-q-Dar* diverrà 

A + Bar+2aCjr — c c C -f 4 a a D x — 2 a c c D — tcDr, 

E ponendo uguale ad « tutti i termini costanti di quest'espressione, 
ed a p la somma de’ coefficienti della x, ella rìdurrassi al bino- 
mio lineare a+/ 2 x . E lo stesso ragionamento converrà continuare, 
se in quel Polinomio vi sieno altri termini , ove la x ne monti 
ad una potenza superiore alla terza. 

§. 25. Scol. Questo Teorema ci offre un semplicissimo Principio, 
che più giù impiegheremo a risolvere agevolmente i più difficili 
Problemi di queste Teorie , e senza punto intrudervi , come altri 
suol fare, grandezze immaginarie, Funzioni Circolari, e termini 
affetti di duplice segno . Infatti supponendo uguale a zero il pro- 
posto trinomio x x—miax-f-ee ( nel quale pongasi .-e : — x x-fJ-A per bre- 
vità di calcolo), si troverà immantinenti la x—at^h^/- — 1, e quin- 
di la x” ZZ {a*zb^~ i)". Ma chi non vede esserne n+i il numero 
de' termini , in che una tal potenza si dispieghi, e ad alcuni di 
essi doversi benanche il gemino segno ±r apporre ? E se ridurremo 
il detto trinomio nella forma (20) Euleriana xx — • lex . cos. p + cc , 
sarà jr = r.cos.p±:c.sen.j, v /^— 1 : e quindi x' ~c* (cos./ip±; sen./i? 
^/~m> 1); cioè a dire n'emerge di forma binomia una tal poten- 
za ^ 
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za , come altrove (22) il dicemmo . Ma nel riducimento del cal- 
colo dovendosi prendere il cos. di ne , e '1 seno di n* ritornerà la 
serie precedente con n+i di termini , e collo gemino segno in al- 
cuni (22). Intanto per mezzo del presente Teorema il valore della 
*" vedesi costare del num. n di termini : niuno di essi n'è ingombro 
di grandezze immaginarie, e di funzioni circolari: c nemmen tra 
loro avvene alcuno, che sia affetto di quel duplice segno. E final- 
mente la detta forma lineare , e reale , in che si converte il pro- 
posto Polinomio A-j-Bar-j-Car'-l-Djr’-f- ec. , ne agevola le risoluzioni 
degli anzidetti Problemi, come nelle Reg.lll. e IV. dell'Opuscolo 
seguente , e dagli esempli, che loro adatteremo, ciò s'intenderà 
chiaramente. 


OPU- 
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Continuatone dello stesso Argomento 
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§.16. DeJìnJII. 3Le Frazioni Parziali di un Fratto Genuino lidi» 
cono quelle , che prese insieme il pareggiano , ed i cui denomina* 
tori son fattori del denominatore di quel Fratto . 

Così i fattori semplici del Binomio a-’— x, eh" è il denominatore 

del fratto genuino ™ , son le grandezze x, *— i , arj-i . Dun* 
ar — x 

que le tre frazioni 



X * * JT+I * 


che hanno per denominatori i detti fattori , e che sommate ugua» 
glian quel fratto, saran le sue parziali , e le pih semplici, eh' ei 
può averne ( 'a ) . 

8 5.27. 

(a) Negli Elementi di Analifi fublime manca una si necelfaria De- 
' finizione. Ed è anche malagevole il congegnarla adeguatamente, dovendo 
ella contenere non pur le antiche , ma le nuove rifoluzioni di un fratto 
genuino (8,14,15). Or noi qui le indichiamo con quella claufola inde- 
finita, che abbiam rinchiudi nella Def. fon fattori , e non già » fattori . E 
poi per intender la natura del Problema, che vi fi contiene, converrà por 
niente a ciò che fegue . Se dianfi a dominare più frazioni numeriche, o 
analitiche, dopo di averle ridotte allo fleflo nome ; una tal ricerca è un 
Problema elementare dell’Aritmetica volgare o dell'Algebra. Ma il rifol- 
vere un di entelli fratti nelle due parziali, l'è poi il Problema iuverlb del 
primo: egli è pure indeterminato: e n’ è più malagevole del diretto. Noi 
qui lo rifolviamo per le grandezze analitiche e colle convenienti determi* 
nazioni. E’1 Sig. Gauss lo ha rifoluto riguardo a' numeri. 


\ 
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§.47* àcol. Cotista Definizione non pur contiene la genesi del 
definito, come Fè proprio di quelle, che i Geometri dicon reali ; 
ma insiem ne prefigge le operazioni , che avrebbersi ad istituire su 
di un fratto genuino per poterlo nelle sue parziali disgregare. Or le 
dette operazioni a due principalmente si riducono : alla ricerca de' 
fattori del denominatore di tal fratto : ed a/Passegnazion de numeratori 
di essi . E 1» prima di queste indagini, come si è dimostrato ( 17 ) 
qui sopra, eseguesi agevolmente, concessa la risoluzione delle Algebri- 
che Equazioni: e per l'altra ne basta il maneggio delle Identiche. 
Or sebbene nell'idea del definito tralucan coteste operazioni ; pur 
non h strana il girne altrove a rintracciarle. Conciossiachè il sommo 
Eulero, per quel che ne pare , ha recato alle dette indagini un nuovo 
aspetto: riducendole tutte ad un sol Problema generale, ed esimen- 
done ciascuna di esse dal metodo dell' Eliminazioni, che suol esser 
penoso, e talora l’è anche impraticabile (£). Data una Frazione Ge- 
nuina ( eccone un tal Problema ) , e dato un Fattore del suo Deno- 
mina- 
li) I! numero dell' Equazioni lineari , che convien impiegarne a rin- 
venir coll'ovvio Metodo deil'Eliminazioni i valori di cote de quantità affittite, 
è quanto il maffimo efponente della variabile x nel denominatore del dato 
fratto. Fedi Dim. Ptop. 1, Onde tal Metodo deq elfer mole (lo , fe il detto 
efponente fia un numero alquanto grande : e farà quello impraticabile , fe 
quello Ha indeterminato . Il Dott. Varmesley at\\' ainalyse des Mesures , che 
meritò i piatili degli iìluftri Geometri Clairaut e d'Alembert, col foto Me- 
todo dell’ Eliminazioni li proccura il rifolvimento de' Fratti nelle di loro 
parziali. Ma egli lì limita ad efempli facilitimi , e di determinati efponen- 
ti , forfè per infeanfarne gl’ inviluppi de’ calcoli negli altri . Il P- Riccati 
talor vi combina il Metodo Euleriano con quello dell’ Eliminazioui , e ci 
fembra d’averne duplicata la difficoltà del lavoro. Infatti l'efempioda lui 
recato nel §. 3 a. Cap. Vili. Cale. Imeg. vien efeguito con un calcolo immenfo, 
là ove per la noftra Regola II. ei farebbe!) agevolmente guidato a fine . 
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minatore , determinare il numeratore di quella Frazione Parziale , che 
avrebbe tal Fattore per suo Denominatore . Intanto cotesto Fattore , 
per quel che si è detto (i 6) qui sopra , dee supporsi semplice , o 
duplice reale , c si l'uno, che l'altro puh esserne a qualunque po- 
tenza elevato . Dunque quattro casi puh avere un tal Problema , o 
in quattro Problemi subalterni ei puh distinguersi , i soggetti de’ 

quali saranno dalle sottoposte Frazioni esibiti , cioè dalle 
M M M • M 

X(.r— a) ' X(x—j)" ’ X(jra— 2 ax-f-cc) ’ X (xx— 2ax+cc)'' 

Or ciascuno di questi Fratti dee esser Gmuino: la M ne disegna 
generalmente il convenevol numeratore : la X n’ è il Fattore socio 
di quell' altro del denominatore , che supponesi dato . Questi due 
fattori deggion esser tra se primi (8). E quella frazione, che tien 
la X per denominatore , si diri complemento delle parziali , o fra- 
zione del complemento . Le quali cose abbiam voluto qui marcare 
per non istarne poi a ripeterle assai volte . Ed abbiamo pure sti- 
mato convenevole il convertire gli anzidetti Problemi in Teoremi, 
esponendoli colla divisa di Regole Didascaliche , perchè elleno in tal 
guisa si potessero comodamente apprender da'Giovani, e ritenere (<•). 

* Re- 

(r) Il fommo Eulero erafi determinato a voler efprimer quelli Pro- 
blemi in Regole Teorematiche: dappoiché nel Cip. IL Iotrod. in Ansi. Inf. 
vi enuncia in forma d’ ipoteli il dato fattore nel denominatore di una fra- 
zione genuina , ed avrebbevi dovuto recar per tefi la detertninazion del 
numeratore conveniente ad un tal fattore. Ma egli la rimette alle ricerche, 

M 

che fi propone a fare : cioè Si j unflionis frolle denominator N faclorem 
habeat (p — qz) m , fralliones partialts bine otta ftquenti modo mvenientur. Ma il 
Valentuomo nel Cap. XII. di detta Introd. , eh’ è di un affine argomento, 
omette quella forma ditemi, checché ne fia di ciò cagione: e ci ha quin- 
di impegnati a feguir su tale argomento le fue primiere intenzioni , e la 
didafealiea accuratezza. 


Regola I. 
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M 

§.Ct8. Supponendo la data Frazione ^ uguagliarne le lue parziali 

_ A , ed — ; iV numeratore A della prima di cotestt parziali sari 

M 

uguale a ciò , che ne diventa il fratto — - al porvili a per x . Lo 
che rilevali dal ritolver PEquazione M—AX~o , e Poltra jr— . 7 — 0. 


E chiamando « coietto valor determinato delP attuata A, P espres- 
sione M «X divita per Poltra jr —~a dar à tempre per Quoziente 
una funzione intera della x , il quale sarà il valore della V nume- 
ratore della Frazion del Complemento .. 


Vim. Part. I. L'Equazione, che abbiam proposta tra la frazione 
data , e le di lei parziali, si moltiplichi per X'x — a ) denominatore 
della data frazione: e'1 primo termine del secondo membro di co- 
testa assunta Equazione si trasporti nel primo. Avrassi 
M — AX = V (*■— a) . H 

E poiché questa Equazione Identica dee reggerne per qualunque 
valore della variabile x, ( d) noi potrem supporre la x uguale ad a f 
o, eh' è lo stesso, vi potrem porre il binomio x— .j— o. In tal 
supposizione divien zero il secondo membro dell' Equazione H 

come 

(d) Un’ Equazione Identica dee reggere per qualnnque valore , che 
vorrem dare alia variabile *. Dunque il fupporre la x uguale alla collan- 
te a è una confeguenza immediata di quella verità intuitiva , o come 
un AlTioma , e da doverli anteporre a qualunque principio fpecularivo , che 
altri vi adotti a tal oggetto . Gli Analilli nel determinare le debite Co- 
llanti , che ne rendan completi gl' Integrali , li valgon di coteflo natura- 
lismo Principio . Ed è bene il qui anche recarlo a quest' uopo. VeJ. Scol. 
Reg. IL 
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come intuitivamente il si conosce . Onde dee restarne U primo 
membro Aguale a zero: cioè M — AX~o, e quindi A~M:X. 
Ma la medesima supposizione della - «ero c' induce a dover porre 

a per x nelle due M, ed X. Dunque il numeratore A della pri- 
ma delle due proposte parziali sarà uguale a ciò , che ne diventa 


il fratto ^ L , qualor vi si ponga a per 




Part.lJ. Intanto si esprima per « cotesto valor determinato 
d&ll'assunta A : e ponendo quella grandezza in luogo di questa nell* 
Equazione H, si dividano amendue i di lei membri per ar— sari 
M— ,X 

~ ^_ a = V . K 

Ma il secondo membro dell'Equazione K è una funzione intera (8) 
della variabile x . Dunque tale ne dovrà esser benanche il pri- 
mo , E quindi dividendo effettivamente l’espressione M — • « X 
per l’altra a , un tal quoto, che si Ò detto dover essere un» 
funzione intera della x , ne dinoterà la V , assunto numeratore del 
Complemento della prima parziale . 


§.29. Ccrol/.I. Si dinotino per *■— - ■a"', ec. i fattori lineari' 
della X : e supponendoli reali , ed inuguali fra loro ed al primo 
•* — si potran con questa Regola determinare i. numeratori delle 
sottoposte frazioni 


A 

x—a 




+ ec 


che son le parziali della data frazione , e le più semplici , ire che 
questa può risolversi . 


§• 30, 
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§•30. Coro/l. II. Nel Corali. tU del Teor.I. si è detto, che per 
potersi determinare coleste grandezze assunte A , A' , A”, ec, , 
conveniva usare l'ovvio Metodo dell’Eliminazione. Ma ora senza 
punto dipender da esso , potrem rinvenirle con una semplicissima 
Regola, eh’ è la seguente. Il numeratore di ciascuna di coteste par- 
ziali uguaglia il numeratore della proposta frazione diviso per lo 
prodotto de' denominatori delle rimanenti parziali , determinandovi la 
variabile x con supporre uguale a zero il denominatore della detta 
parziale . Cioè per la prima di esse deesi porre a per x , per la 
seconda a' per x , per la terza a" per x , ec. (e) . 

§. 31. Scol. Se per avventura nella X denominatore della fra- 
zion del complemento x si annidi qualche fattore uguale al binomio 
a — a; al farvisi x — a~o , la M dovrassi acquistare un valor deter- 
minato , che noi segneremo per 1 , e la X ne diverrà zero . Dun- 
que in tal caso quel numeratore A , che si è dimostrato uguale a 

cib, che ne diventa il fratto — al porvisi a per x , dovrà essere — 

X * ° 

cioè un infinito, lo eh' è un assurdo . Ma cotesto assurdo, che gli 

Analisti credono tin difetto nella presente Regola , e da torvisi con 
quella che or segue, vuol anzi attribuirsi all'impossibilità di untai 

risol- 
te) In quello Corollario contienfi quel celebre Teorema analitico , che 
reruditiflimo Leibnitz propofe su tal ricerca negli Atti di Liplìa an. 1701. 
Egli ne fopprelfe la dintoftrazione . Il Sig. Montucla crede che l’Autore 
l’ avelie ordita col metodo de’ coefficienti indeterminati tanto familiare a $1 
grati Geometra . E poi a efprime tal verità nel feguente modo , che noti 
ci fembra affai didimo : „ Ciafcuna parte nota del denominatore è Tempre 
„ il prodotto delle differenze , di cui la radice del fattore , eh’ entra in 
„ quello denominatore , è forpaffata dalle radici degli altri , e ’l numera- 
„ tore è lo ftelfo. 
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risolvimento per non esser tra se primi ( 8 ) i due fattori *— » , ed 
X in siffatta supposizione. Inoltre se tra'frattori del denominatore 
del proposto fratto vi sien degl’ immaginari inuguali tra loro , la 
presente Regola non ci condurrà ad assurdo; ma vi darà sotto im- 
msginarie forme le parziali , che dovran poi ridursi in forme 
reali. E per tal riducimento , che riesce malagevole a' Giovani, 
converrebbe del Teorema del d'Alcmbert far uso , eseguitane- T in- 
tegrazione di tal fratto. Ma noi per evitar il primo di questi due 
sconci ci atterremo alla Regola seguente , ed alla III. per garan* 
(irci dall' altro . 

Regola II. 

M 

§.32. Supponendo la data Frazione Jy. pareggiarne queste sue 

j 4 /t /€' JS 

*‘ rtiali C + • + m 

il numeratore A della prima di coleste parziali sari uguale a ciò,. 

M 

che ne diviene il fratto — al porvisi a per x ( Reg. prec. ) . 

X 

Ed indicando per a un tal valore , e (28) per M~ l'esatto quo» 
siente di M—xX per x—a; il valore del? A numeratore della secon- 
da parziale sarà uguale a ciò , che ne diventa il fratto ~ al por». 

X 

visi a per x • 

E ciò deesi continuar nello stesso modo per gli altri numeratori; 
Onde r ultimo de' divisati quozienti, cioì quello , che si prende la 
n'“ mj volta , sarà il valore della V numeratore della Frazion del 
complemento . 

Dim. P art. I. L'assunta Equazione si moltiplichi per X(a— 
denominatore del proposto fratto, e '1 primo termine del secondo 

il 


meu> 


■^4 

membro di essa vi si trasporti nel primo (/) . Àvrassi 

M — AX ■ A X(jr— j) A j L* 

Ciò posto , poiché T Equazione •L dee reggerne per qualunque va- 
lore, che vorrò darsi alla s'ariabile x, noi potrem supporla uguale 
gd a, o wi potrem porre il binomio x — a~o . In tal supposizione 
divien zero il secondo membro dell’Equazione L. Dunque dovrò 
risultarne il primo uguale a zero. Cioè sarò M— A5fcr:o, ed A~M:X. 
Ed esprimendo ( 28 ) per « cotesto quoto di M per X, ove pongasi 
a per x , sarò A~*. 

Intanto l’Equazione L dividasi per x — j dopo essersi posta « 
per A, dovrò emergerne 

— AX+A' X(j, — a) . . . . + V(v— a)-’ P 

x—a 

Ed essendo il secondo membro dell’Equazione P una funzione in- 
tera della x, tale dovrò esserne benanche il primo , che sotto men- 
tita 

(/) La dimoftmione, che il fommo Eulero ci porge in tal ricerca, 
è ingegnofiflima ; ma non pertanto l’ è (cabra a' giovani , come farem ciò 
rilevare dopo di aver quella didimamente quaggiù efibita . Cioè I. nell’E- 
quazione propella in quella Regola II. lì determini la V colle ovvie ana- 
litiche operazioni . Avrafli 

v _ M— A X— A(>— *)X—A '(x—a) * X-ec. 

(*—«)• 

Ma II. la grandezza V l’è una funzione intera (8) della x. Dunque III. 
tale dovrà elfcrne il fuo valore , che qui vedefi mentirne una frazionaria 
forma . E perciò IV. il numeratore di tal fratto farà efattameilte divi- 
lìbile per (ar — a)" fuo denominatore : o pure potrà quello dividerli per 
x — t un numero n di volte feguitamente . Per lo che V. il detto bino- 
mio x — a farà un fattore di quel numeratore . E VI. quello dovrà sva- 
nirne al fupporli quel binomio uguale a zero , cioè nel porli x — a — o , o 
pure x =a . Ma VII. in coteda fuppolìzione veggionD fparire in tal nu- 
meratore le grandezze moltiplicate per * — a . Dunque Vili, l’altra di 

lui 
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tita frazionaria forma ci si offre . E quindi ii suo numeratore 
M— *«X sarà esattamente divisibile per lo denominatore * — a. 
Con che chiamando M' siffatto quoziente, e surrogatolo nell’Equa- 
zione P in luogo della (M-— aX) : (* — , si trasporti nel primo 
membro di essa il primo termine , che vedesi nel secondo ; avrassi 
quest’ altra Equazione 

M'— A’X — A"X(jr— -a) . . . . + V(a a)—* , Q 

la quale è identiforme all’ Equazione L ; onde colle medesime ra* 

9 • gioni 


lui parte M — AX , eh’ è efente da tal moltiplicazione , dovrà rifultarne 
uguale a zero . Ma IX dall’ Equazione M— AX=o titraefi A=M : X , 
• quello fratto divien collante al porvifi a per x . Dunque , fe il dinote- 
remo (X) per « , farà A=« , ed Mi — AX = M — «X . E XI farà pure 
M — «X divilìbile per * — a . Cioè a dire XII 1’ efpredione M — «X può 
avere la feguente forma M’(* — a ) . Intanto XIII nel valore della V eli- 
biro per l’Equazione H pongali M’(* — a) per M — *X , e poi lì divida 
per x—a tanto il numeratore , che il denominatore di tal fratto , avralfi 
.. M — AX— A"(x— «)X— ec. 


Cioè a dire n’ emergerà in K un’ efpretlione della V più femplice di quel- 
la , ch’è in H . Inoltre XIV maneggiando il numeratore di quella fe- 
conda efpredione , come li è fatto di quello di quell’ altra , lì conchiude- 
rà fimilmente eflerne A uguale a ciò , che ne diviene il fratto M': X al 
porvilì <r per * . 

Intanto quel paifaggio dimollrativo , che abbiam fegnato col VIU , è 
un pò duro a’ giovani. Imperciocché 1’ Eulero nel §.44 . Introd. alt Anal. 
degt Inf. dal fupporne il numeratore della frazione H uguale a zero , 
e dal porvi benanche x — a=o ne couchiude legittimamente eritque ad/o 
M — AX=o : laddove il Sig. Lacroix da’ medelimi principi una diverfa 
confeguenza ne ritrae con dirne ce numeratene fe re dui e dans ce cas a 
M — AX . Riguardo al num. XI ei dovrebbefi per l'intelligenza de’ gio- 
vani vie più dilucidare : conciodiacchè l’ Eulero ne' §§. 43,' e 44. di detta 

Ope- 
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gioni del §. prcc. potrò concludersi dover esserne A' uguale a ciò, 
che ne diventa il fratto M:X al porvisi a per x. E lo stesso con- 
venevolmente si dica per gli altri numeratori A", A"‘, ec. delle pro- 
poste parziali. K si vedrò poi col ragionamento della JlJ’art. Reg. 
prec. dover essere l'ultimo de’ quozienti quass'u proposti, cioè quello 

che 

Opera ne varia su di ciò il ragionamento con recarne a' giovani dubbiezza. 
£ ’l Sig. Coufin , che più chiaramente degli altri ciò rileva, il riduce al Te- 
gnente Principio : che, /e la fuppoftzione della x — a=o ne rende M — «X=c, 
debba effere M — «X diviftbile per x — a . Ma chi non vede elfer quella Pro- 
pofìzione converfa di quella , che contieni! nel num. V , e da doverli 
cattamente dimoflrare ? Or noi qui ne fuppliamo in pochi verfi tal di- 
molìrazione , e nel cafo, che 1 ’ efprelfioni M— ed x— a Geno intere, 
e razionali , come il deggion effere a tal uopo . Cioè , s’ è poffibile 
l’ efprelfione M— «X divifa per l’altra * — a dia per quoto una funzione 
intera della x , che regniamo per 4 , ed una frazionaria dinotata per 
R : (*— a) , ove la R Ga una quantità collante . Sarà quel dividendo 
uguale a quello quoto moltiplicato per lo divifore x—a ; cioè M— «X 
= 4 (* — *)+R • Ma fi è detto , che fupponendo x—a=o , debba efferne 
M — *X=o ; dunque in tal fuppofizione farebbe R uguale a zero : cioè a 
dire un tal quoto dovrà effere una funzione intera rifpetto alla x . 

Finalmente le idee men chiare , che su tal dimollrazione ne concepi- 
rono i PP. le Seur , e Jacquier , i quali per altro furon buoni Analiili , 
ci potran convincere , eh’ ella non fia per effere affai chiara a’ giovanetti . 
Eccone le loro efprelfioni Cale. Int.pag. 187. vai. 1 : Si on conftdere ce nume- 
rateur camme une tquation, doni x efl rinconnuc , en faifant ce numeratene ~o , 
et qu'on la divi f e par fa tacine x+a=o le quotine fera =: o , ou fi fon fubjlinc 
zero au iteu de x+a dans tour Ics termet ou x+a fe trouve , il ne refera qut 
M — AX qui doìt ette aujft divifìble par x+a , et le quotient doìt ette zero 
( qui la x+a corrifponde al noltro binomio x — a ) . Quindi è , che conve- 
nevolmente abbiam qui propolle due dimollrazioni nuove , e di facile cotn- 
pren&one, e colla feconda potrebbe!! l’Euleriana agevolare. 
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che siasi preso dopo n di volte, uguale ad V numeratore della fra- 
zione del complemento -X. . 

§. 33 . Alìttr. 

Si moltiplichi per X(,v-— l’Equazione assunta in questa 
Regola, e '1 primo termine del secondo membro vi si trasporti 
nel primo . Sari 

XL'ZXX. = AX + A" (* — a) X . . . . + VO— a)’- R 

jr — n 

E poiché il secondo membro di quest’ altra Equazione è una 
Funzione intera della x , tale ne dovri esser benanche il .primo. 
E quindi la M— AX , che per tal ragione dee esser divisibile 
per x— .1 , l’é forzai, che contenga un fattore uguale ad x — a . 
Sicché ponendo jr— az^o , ne sari poi M— AX— o , e quindi 
Ar=M:X, cioè Arr *, esprimendovi per « ciò, che ne diventa il fratto 
M : X al porvisi a per x . Ciò premesso, si divida effettivamente 
M — «X per x—i, e si dinoti per M‘ un tal quoto, che dee essere 
un intero, qual n’ é il II. membro della R$ sari , fatte le riduzioni, 
M — AX 

- = A" x — + vo— a)— s 

Or cotest’ Equazione S é di simil forma dell’altra R : dunque col 
medesimo ragionamento di qui sopra potri rilevarsi A' uguale a 
ciò , che ne diventa il fratto M.*\ al porvisi a per r, E cosi per 
g U altri di cotesti numeratori si proceda . 

§. 34. Cor. I. Se P esponente n sia uguale a a , il numeratore 
V della frazione del complemento sari uguale al quoto esatto di 
M— A X per ar — a , ove pongasi per A’ ciò che ne diventa il 

fratto al porvisi a per x . E lo stesso dicasi convenevolmente , 
se la n sia 3, 4, 5, ec. 
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§. 35. Cor. lì. Essendosi determinato il numeratore V della fra- 
zione del complemento V : X , noi la potrem risolvere -nelle sue 
parziali , se ne sia d'uopo , e con quella di queste quattro Rego- 
le , che ne parrà conveniente . E ciò intendasi benanche per le 
altre risoluzioni di cotesti fratti , che avremo in quest' Opera ese- 
guite . 

§. 3 6. Corali. III. Se nel denominatore della data frazione con- 
tengasi il fattore (a— .»■)• in luogo dell’altro (*— — a)’, che qui si è 
supposto (a); col prescritto della medesima Regola potran rinvenirsi 
i numeratori delle parziali di questo fratto M : X (<i— .*)• , che sono 
A A A" V 

C a— a)" + (*-*)— + 0 — r)~* ' * * *+ X 

§.37. Scol. Il concetto più naturale, che ci offre un'Equazione 
Identica, l'è quello di potervi supporre la variabile x uguale ad 
una costante a , o , eh' è lo stesso , di potervi porre il binomio 
x — a — o. Noi lo abbiamo qui applicato a queste due Regole qual 
Principio di loro dimostrazione, preferendolo alle sagge speculazio- 
ni fatte dal sommo Eulero su tal soggetto , ed unanimamente dagli 
altri adottato. Cioè a dire (per poter quelle chiaramente qu\ sboz- 
zare ) se una Funzione intera di una variabile appaja sotto forma 
frazionarie, il numeratore di cotesta espressione dee esserne divisibile 
per lo denominatore , e questo convien che sia un implicito f attor di 
quello . Sicché ponendo uguale a zero il detto denominatore , o un di 
lui fattore, F i forza , che svanisca quel numeratore . E con queste 
Equazioni convenevolmente maneggiate potran determinarsi le grandez- 
ze . 

(a) Il fommo Eulero nell’ Intr. all Ansi, degl lnf. efprime per p—q~ 
cotefto fattore femplice , e nel Cap. uìt. Cale. diff. lo dinota per f -t-g* . 

Ma noi abbiam Amplificato sì l’uno, che l’altro binomio per quel che fi 
è detto nel §. 19. 
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'ze assunte, che vi si contengono. Ma cotesto Principio sembraci men 
chiaro, o men semplice del nostro. E nel tessuto di una didasca- 
lica dimostrazione, chi mai l’ignora! torna assai meglio l’apporvi 
un Principio intuitivo, che un altro speculativo, la cui luce, co- 
me nel nostro caso addiviene, col doversi a più soggetti in varie 
guise applicare , si dirada ( a ). 


Regola III. 


M 


§. 38. Volendo risolvere la data Frazione ^ „ ^ ^ r ^ in queste 

A+Bx V 


■sue parziali 


jrjr— «Od -H-cc 


, ed , convien ridurre in forma lineare- 


l Equazione M~—AX~BXx^ZO con porvi (04) mai sempre tzax^’cc 
per xx , cioè jr-r—Ca-r+fc— O . E pareggiando a zero i termini ano* 
loghi di detta Equazione si avranno i valori delle assunte A , e lì { 
che li dinoteremo per * , e (1 comodamente . 

E sari il numeratore V della frazione del complemento quanto 
r espressione M—~*X— : CX x divisa per l altra xx~— 2 ax-f-cc , di cui 
il quoto dee esser sempre una Funzione intera della x » 


Dim . Part. /. L' Equazione , che abbiam proposta tra la frazioJ 
ne data , c le sue parziali , si moltiplichi per X(*r— -.ara-fre) , e' 
poi si trasportino nel primo membro di essa i due primi termini; 
che veggionsi nel secondo . Si avrà in tal modo 


M— -AX — BX^“V(jrjr— -O-jr+cc) H 

Inoltre si supponga uguale a zero il trinomio xx~~iax+cc ; 
eh' è un fattore del secondo membro dell! Equazione H j dovrà re- 
starne il primo membro uguale a zero, al par del secondo, cioè 


M— AX—BX a ~ 0 . K 


Or 


00 Lcgganfi 1* nota (/) del §. J 2 . , e le dimoltrazioni dell* Eulero su 
tal foggetto. 


/ 

7o 

Or dal supporne il trinomio xx—lax+cc—o, ne risulta xx~ijx—kc : 
c col continuo (84) sostituirsi lax — re per xx nell' espressione 
M— *AX— BX* , questa trasformasi in un’altra lineare. Dunque 
uguagliando a zero i termini constanti dell’ Equazione K ridotta 
a lineare , e que’ puranche , che vi contengono la r , si avranno 
due Equazioni indeterminate , che son sufficienti a determinarvi le 
due grandezze assunte A , e B , 

Part. 11. Si esprimano per « , c £ i valori delle A , e B , e 

ponendoli nell' Equazione H in luogo delle A , e B , si divida per 

xx—2jx+cc la detta Equazione. Avrassi 

M— *X — aXx 

— V . 

xx—- 2 jx+cc 

Ma la grandezza V è una funzione intera della x : dunque tale 
dovr!» esterne il quoto di M — xX—.'iXx per x x—2ax+cc , che sarà 
il valore della V numeratore della frazione del complemento (y) . 

.Regola IV, 

M 

$• 39* Supponendo la data Frizione ~ =jr ] .y> doverne pò- 

/4-j-Bx /tf'-f- Bx 

repgiire queste sue parziali {xx _^ x+cc y + • • • 

V ... 

. , . . -f- -y , dovrà praticarsi la Regola precedente per vi determi- 
nare il numeratore della prima di siffatte parziali . 

Ed 

Qj) Nella X non deefi contenere alcun fattore uguale al primiero 
x.v — iax+cc , come vien faggiamente avvertito da’ doni Analifti Eulero > 
Lacroix , Coufin , ec. , e per le ragioni recate nel §. 31. Ma fe cotcfto 
trinomio non fia duplice reale, dovraffi avvertire , che nella X non deb- 
ba effervi nè anche un fattore del detto trinomio per effettuarti l’ indica- 
ta rifoluzione del fratto. 
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Ed esprimendone per li « 5 ? fi i valori delle A , e B , e per 
la M‘ r esatto (38) quoziente delP espressione M—**X-—ffXx per lo 
trinomio xx—lax+cc , dovrà ridursi in forma (24) lineare P Equa- 
zione M'—A'X— 1 ÌX x—O , e pareggiarne a zero i termini analoghi 
di essa per determinarvi le A , e B‘ . E così più appresso . 

Dim. Colla guida della Regola II. e co' principi della III. può 
congegnarsi una chiara dimostrazione a quest’ ultima Regola : ed' 
ella può benanche in due modi , come fu praticato nella Regola II., 
eseguirsi (h). 

§.40. Coroll. I. Dinotando per a , e /}' i valori delle A', e B', 
l’espressione M'— - «X— .,fXx sarà benanche divisibile per lo trino- 
mio xx -—lax+cc : e ’l quoto , eh' è una funzione intera della x, 
potrà esprimersi per M' . E così procedasi più oltre per rinvenire 
delle altre parziali , se pur vi sieno , i numeratori . 

§. 41. Coroll. II. E l'ultimo di siffatti quozienti, cioè quello 
che avrem preso il minierò n di volte , sarà il numeratore della 
frazione del complemento . 

§. 43. Scol. Queste due ultime Regole, che in chiaro, e rite^ 
nevol modo abbiam proccurato di quassù esporre , ci esentan dal 
maneggiar grandezze immaginarie , e funzioni circolari, e dal pra- 
ticarvi altre malagevoli cose, che altri a tal uopo suol proporre. 
Il sommo Eulero le ha tutte in questo argomento (0) impegnate, 
volendo più alla generalità delle soluzioni attenersi, che all’agevo- 
lezza di ottenerle. Ond’ei per promuover questa in qualche modo, 

si è 

(£) Quella dimoflrazione coll'orditura Euleriana è affai più difficoltofa 
a’ giovani di quella della II. Regola fatta in fumi modo da non pochi 
Analifli . Ciò può arguirli dalla nota (/) §. 32. 



?s 

si è poi ingegnato di esibire i valori delle assunte A, e B co’ se- 
guenti fratti (Pr— pR) : (Qr — 0.R) , e (P<j— < pQ) : (Qr— qR) , e 
ciò pe’ casi della Regola III. , avendone anteriormente dichiarati di 
coteste grandezze i valori . Ma saran poi facili a ritenersi cotesti 
fratti , o saran tali l' espressioni , che da queste grandezze ven- 
gono indicate? La grandezza Q h uguale ad *-f- 0 f. cos. ? +- yf*. 
cos. a? + !'/*.« os. 3 9 + ec. L’altra zi ne pareggia (3 /. sen. p + )■/*. 
aen. 1 9 -f f f sen. 3? -j- ec. : ove le « , p , y , I , ec. sono i coeffi- 
cienti di un Polinomio , che ne dinota la X . Di una consimil 
espressione son le altre P , p , R , r . £ di un pili grande invilup- 
po sono cotesti regolatori de’ casi della' Regola IV. Onde ciascuno 
dovrebbe stentar molto non pure a memorarsele, ma a regolarne 
con tali esemplari i varj casi . La soverchia generalità di un argo- 
mento , sia lecito il dirlo , se mai ne ritardi , o ne ditficulfi il 
disimpegno de 1 casi ovvi , che dee essere spedito ne’ candidati di 
queste scienze , non è mica una lodevol cosa £d anzi ad essi è 
piu confacevole l’ aver delle Regole precise , e chiare per le fre- 
quenti indagazioni , e da queste poi col didascalico lume alle piu 
rare , e generali ingradarsi . L’ utilità di questo Metodo , che ab- 
biam voluto qui dimostrare a priori , sarà benanche confermata da- 
gli esempli , che dopo di aver quelle Regole in un sol punto riu- 
nite , produrremo . 


PROP. 

(*) X r eggafi il Cap. XII. Inttod. alT Ànsi. degl' Inf. , e 1 ultimo Cap. 
Cale. Diff. 
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§. 43. Se dal Numeratore di una data Frazione sottraggati il Nu- 
meratore della prima di lei parziale moltiplicato per lo Denomi- 
natore della Frazione del complemento un tal Residuo uguagliatoti 
a zero sarà la prima Equazione determi natrice delle quantità as- 
sunte in detta parziale : e l'altra determinatrice ne sarà il deno- 
minatore di questa fattosi uguale a zero • 

Inoltre la prima di coleste due Espressioni , ove siensi posti i valori di 
quelle grandezze assunte , sarà sempre divisibile per Poltra. Ed un tal 
quoziente sarà il Numeratore delta Frazione del Complemento , o dovrà 
impiegarsi , come il Numeratore della data per rinvenirne in simil 
guisa quella della seconda parziale. E tosi pih appresso , se conviensi . 

Dim. Ognun , che rifletta a ciò , che ampiamente si è recato 
nelle Regole gii dette , può supplir di leggieri la dimostrazione a 
questo Teorema, che quelle insiem comprende. 

§.44. Scol. Quel Problema generale , cui T Eulero ridusse le risolu- 
zioni de’ Fratti Genuini (17), doveasi accuratamente in un sol Teore- 
ma convertire, che in un contenesse le diverse Regole di siffatti ri- 
solvimenti: e ciò per nitore di scienza, e per una comoda intelli- 
genza di chi brami possederla. Or tanto ci è sembrato di aver noi qui 
eseguito : nè altro ci resta a fare , che illustrar tali cose cogli Esempi ; 

Esempio I. 

$. 45. Data la Frazione t j | ' rinvenirne per la Reg.I. 

A V 

i numeratori di coteste sue parziali r 4 - . 

r ( x — 1) 1-f.rar 

Soluz. Paragonando questa data frazione a quella , che abbiamo 
generalmente proposta nella Reg. I. , cioè alla M ; C**— *)X , , si 

io vedrò 



vedrà immantinente dover essere M=*js > Xm+x*- , ed M -_i . 
Dunque in virtù di tal Regola sarà 

OCX • 

A = T+xx = -* P onendovi *=* * 

JE la V numeratore della frazione del complemento, eh’ è quanto il ( 
quoto (»8) di M—AX per x—a, qui dovrà uguagliare l’espressione 
XY t divisa per lo binomio x — 1 : cioè , fatte le ridu- 
zioni , ei sari uguale ad i (xx— i) : — 0 — t (*+0 • Va l e a 

dire è la V = è (*+*) ► Onde sar ^ c * ata Fraz * one 

xx t _ x+ i 

{x—l) (i-f-x.r) — 2(*— 0 + <*+**}’ 

Esempio II- 

$.46. Data la Frazione (x+xx)* ritrovjrnr P er! * name ~ 

A A‘ A" V 

retori di queste sue parziali ^__ x y + + (l—x) + i+ar’ 

M 

Soluz. Paragonando questa data frazione alla ^ x y proposta 

generalmente (a) nella Regola II» CorolL III. si vedrà dover essere 
M— , X~t+jrr » a=zi , ed n~ 5 . E per quel che si è detto 
nella soluzione dell’ Esempio superiore , si potrà anche qui conchiu-- 
dere , che sia il numeratore della prima parziale 

XX 

t » pon - '- 1 

E* che la M' r che (30) dee essere uguale all' esatto quoziente di 
M—AX per a— .v , qui poi ne uguagli — £ (*+0 *• 

II. Iu- 
ta) Quello Efempio fi è prefo dall’ Eulero §. 44 * lift. An. Infin. 
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II. Inoltre per la Regola II. dee essere il numeratore della se- 
conda parziale uguale, a ciò , che ne diventa il fratto M':X al 
porvisi a per x . Dunque sarò ne’ valori di queste grandezze 
quel numeratore 


A ’ = _ J. 


X+t 

7+,7 = ~ t » P on * *=*• 


E la M“ , che dee dinotare 1’ esatto quoto di M’— A'X per a-—x : 
sarà per questi valori delle M' , A' , ed a uguale al quoto di 
— J C-H-0 + t (t+Jrar) per i— x , cioè al quoto di 4 (xx—x) per 
i—~x . Vale a dire sarà M" — — i * . 

III. Similmente in virtìt della medesima Regola vuol esserne il 
numeratore della terza parziale uguale a ciò , che ne diviene il 
fratto M : X , qualor vi si ponga a per x . Dunque ne' valori 
di queste altre grandezze' sarà 

A " = -ì* • 7+^7 = - ? > po«* «=i; 


E la M", che n’esprime il quoto di M" — A’X per a—x , dovrà 
esserne per gl’ indicati valori delle M”, A", X , ed a uguale al 
quoto di — £*+ KH-") P cr « — » , cioè al quoto di ±( 1 — .,)» 
per 1 — x . Vale a dire sarà M " — ì ( i — x ) . 

IV. Ma in vigor della medesima Regola dee «sservi V=:W. 
Dunque sarà 

v = ki — <0 

E quindi le richieste frazioni parziali saranno 

* * 1 i««r 

a( i— x) * “ a( 1— -0’ — 7(ì— 7 ) + 4(1+^) » 



7# 


Esempio III' 


$. 47 Dota la Frazione ritrovarne per la RegJII. 

si+Bx V 

i numeratori di queste sue parziali f + I+JC » • 

Soluz. Suppongasi uguale a zero (38) il trinomio 1 — x+xx ; sari 

■jjT-x : e quindi la ** , che per tal Equazione dee uguagliare 

xx ajr+i, sark con quel riduciroento uguale ad (x — 1) — wr+i= — x. 

Dunque paragonando la data Frazione alla M : X (xx — lax+cc) gene- 
ralmente proposta nella Regola III., dovranno essere 

Vt=xx=x— t, X=(x+x*)=t—x, ed Xx=x—xx=i. 
E quindi sostituendo nell’ Equazione M — AX— BXarz=:o i valori 
ridotti delle M , X , ed Xx, ne verrk quest’ altra 
x— -x— — A+Ax— — B ~o • 

Ove pareggiando a zero i coefficienti de’ termini analoghi , sarà 
1 — A — B— o , ed i+A— o . 

Cioè a dire dovrà essere 

Arr— 1 , e Erro . _ 

Ed èssendo (38) la V numeratore della frazione del complemento 
uguale al quoto di M— AX— BXjt per i—x+xx , ove siensi posti 
i valori di già ritrovati delle A , e B , ed i propri valori delle 
M , X , éd X* ; sarà il detto numeratore 

i‘+*r+I 

V = = ***+'• 

E finalmente dovrà essere la data frazione 

XX — -I jrjr+r+jT 

,i«w+rr .*+** 


I’ 48* 


Digitized by Google 



- 77 

. 4.4». Scoi. Nel seguente esempio la frazione del complemento 

~r4-ar^~~ 53 risoluta nelle sue parziali , dopo averne presi i fat« 

tori duplici reali t-ì-xi/a-j-xx , ed immx%/2+xx del suo denomi* 
Datore I+ar* 00 • 


Esempio IV . 


-r-r-J-j-f I 


4 . 49 . Data la Frazione (l +jrV a+„) rMrttt 

per la Regola III. i numeratori delle sue parziali 
A+Bx C+Dx 

l+x\/2-j-xx l—x\/ 2-j-xx 


Soluz. Ponendo uguale a zero il trinomio i+xi/ 2 +xx denominato- 
re della prima di queste due parziali (38), ne verrà xx—-~- x\/2~— I . 
E quindi (38) paragonando la data frazione alla generalmente pro- 
posta in detta Regola , cioè alb M : X(r j— , dovrà esserne 

2) , X~ i—x\/' 2 -j-XX — — 2x^2 , 

Ed — axx^~2\^2 i-4x . 

Dunque l’Equazione M — AX— BX*=:o con (38) porvisi cotesti vai- 
lori delle M , X , ed X* di già ridotti diverrà 

x( 1 — \/o.}+ 2 Ax\A2 — eBv/'a — 4 tì^zro 

Ove pareggiando a zero i coefficienti de’ termini analoghi , avresti 
— - aBs/arro , .ed 1 — — 46=0 , cioè 


B-o 


ed A rz 


\A 2—1 


Inta n~ 


(n) L’efempio III. , e l’altro, che fégue , gli abbiamo ptefi dall’ Eu- 
lero Intr. all Aitai, dell Inf. pag. 164. 165. efeguendoli col noflro metodo, 
eh’ è affai più femplice dell’ Euleriano , come ognuno può intenderlo dal 
parallelo, che potrà farne. 
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Intanto collo stesso metodo ma col supporne uguale a zero !1 
denomiuatore della seconda parziale t— x\Aa+xx , si troverà 
_ _ s/a+i 

D =° » e C =T7T- 

Onde le richieste parziali saranno 

(y/g— .1) : ay/a (t/a-f-Q : ay^a 

I-j-Xy/2-t-XX — !•— •^■v/2-f-S-jr 


Esempio V. 

_ . *— r * 

§.50. Darà /« Frazione ^ ritrovare i numeratori di questi 

A+Bx A+Bx A+B-x A-'+JTx V 

,ue parziali —y + -£—y + + "7+IT~ + 1+*“ 

So/uz. I. Si supponga (39) il binomio i-Hr*— o . Dovrà esserne 
xx— —1 , e con ciò x‘~—x , x*~i , x'—x . E quindi para- 
gonando questa data frazione a quella della Regola IV. sarà («) 
M~x—x'=2x, TL—j-px*—'! , Xx^zx+x'— 2 x 
E l'Equazione M — AX — BXsrzzo , di cui dovrem pareggiarne (39) 
a zero i termini analoghi per vi determinare le assunte A , e B , 
diverrà co' valori ridotti delle M , X , ed X* 

ax— sA«— aBscrro , onde sarà Arro , B~i . 

II. Inoltre T espressione ( M-— A X— B X x) : ( i+xx) con porvi i 
valori delle A , e B di già determinati , ed i propri valori delle 
M , X , Xx , diviene — «'(i+x*) : (i+xr) — ^c* * Dunque (39) 

sarà 


(a) La grandezza X ha due valori , l’uno proprio , e che le appartie- 
ne per la natura del dato fratto ; e 1’ altro , che il potrem dire ridotto , 
perchè ella fel racquifta pel no Aro ridocimento. Or quello fecondo valore 
conviene impartire alla X in ogni Equazione determinatrice delle gran- 
dezze affunte . E lo fteffo intendali della X* , e convenevolmente delle 
M , M’ , M", ec. 
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sari M'=r— x* . E I’ Equazione M— -AX— -B X*cro detcrminatrice 
delie assunte A’,eB‘ (40) > ridurrassi (con vi si riporre que’ valo- 
ri ridotti delle **, X,ed X#} alla seguente 

x— aA’— •uB'.rtzro , e sarà quindi A'zrro , e R ’ — *. , 

III. Similmente quest' altra espressione (M— AX^-BXa;) : (i+*jr)i 
co’ valori di già esibiti delle A’ , e B‘ , e co’ propri valori delle 
M‘,X,edX*, si riduce a ( — *■*— ± x — i x ' ) : (i+*x) , cioè a 
«— i(*+**) » eseguita una tal divisione. E sarà (39) quindi 
M — — i (*+*’) : e 1 ’ Equazione M" — «A"X — B'X*zro , che de- 
stinasi a determinarvi le A', e B" , dovrà co’ valori ridotti delle 
M", X, ed Xjj degenerar nell’altra 

*A' aB'aczo . Ed avrassi A“=o, eB’ro. 

IV. Finalmente 1 ’ espressione (M ~ A"X — B'X*) : , ove 

pongansi i valori delle M', A", X , B”, X.r , diviene — . ix(i-f**-) ; 

(r-far*) — — [x. Dunque (40J sarà M zr — i x . E l’Equazione 

M- — A'"X — B"X*r=o, che serve a determinar le A"', e B", qualora 

vi si ripongano i valori ridotti delle M’ ", X , ed X* diverrà 

*“■7* — SA"' — 'aB'àrzro , e ne darà A'"— 0. e B'"— *. 

. ' * 

V. Il perchè , se vogliasi il numeratore V della frazione del 

Complemento , si dovrà (41) dividere per ì-j-xx 1 ’ espressione 
M" — A’ X-— B"Xar , nella quale siensi posti i valori delle M”, A"', e B" 
determinati nel n. IV. non men, che quelli delle X.edX* del n.I. 

E sarà V — ( — «4*+7*+7 : * * ) : (i-f**) » cioè fatta la divisione, do- 
vrà risultarne 


V — — xx~) . 

Onde le richieste parziali saranno 


4 * 


(1+**)* X (i+xxp 


i-far* 


■Jarfi— .ra^) 
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§.-51. Scol. La Frazione del Compleménto potrebbe ancor essa 
risolversi in due frazioni parziali , i cui denominatori sieno 
i+xy/ì+xx , ed i—*xy/b-\-xx , come si è praticato nell’ esempio 
terzo. E lo stesso potrebbe ottenersi col metodo delie elimina- 
zioni . Lo che intendasi anche pel citato esempio (S) . 


1 

1 


, OPU- 

(£) Quello efempio Io abbiamo tratto dall’ Eulero latrai, nell Anali fi 
àtgl Inf. voi. 1 . pjg. 175. ; ove il Valentuomo colla guida delle formole 
da lui propofle il disbriga , e con aver quelle col foccorfo di grandezze 
immaginarie, e funzioni circolari, e con molti ftenti rilevate. £ lo Hello 
notiamo per gli Efempj HI. e IV. 

e H *'* ' 

<* y , 

v/ 
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OPUSCOLO VI* 

Continuazione dello stesso argomento. 

§. ja. Dt/c cote nel precedente Opuscolo per rigor di metodo 
omesse si deggiono rapportare in quest' altro per vi render comple- 
te le Teorie . Ed in prima gioverà intendere , come potrem var- 
ierei del Calcolo differenziale per risolvere alcuni di cotesti Pro- 
blemi in facil modo . E quali ripieghi avrem poi a praticare , 
quando, ignorandone la X denominatore della frazione del Comple- 
mento, ne dovremo le precedenti Regole usare. 


PROP. Vili. TEOR. 


M 

§.53. Volendo risolvere il dato Fratto nelle frazioni parziali 

A 1 A A" V 

(Tmjy + (x j)'“* + (a .[)*-» • ♦ • • + X ’ :i n * meratore <*i eia - 

- scuna di coterie parziali , la cui località si chiami r generalmente / 

. 1 A* .... 

dovrà esserne . _ . d'~' : ponendovi x — a dopo il 

I.Q.3— ..r— l.«jr A 1 r 

riducimento del calcolo . 


Dim. E' Equazione proposta in questo Teorema si moltiplichi 

per (r— >d)’ f se ne avrà quest'ultra 

M V(jr— a) m 

X — A-p A'(x— A ,J ) ••••+ ^ ~ H 

Ove supponendo x—a~o , dovrà esserne A, come più volte (a8. 32.) 

, Ll . . M 

lo abbiam detto f uguale a cif> che ne diventa il fratto “1 P or " 


11 


visi 


84 

visi a per x . Inoltre si differenza l'Equazione H più volte di 
seguito, e propriamente il numero n— i di volte, e dopo ciasche- 
duna di queste differenziazioni pongasi - jZZO . Sarà' chiaro pe’ 

principi del Calcolo Differenziale , che dopo la prima delle già 
dette operazioni , e con poi supporvi x — ozzo , debba restarne 

M 1 i M 

d.-^—A'Jx. Dunque dovrà esserne il numeratore A " zz d.-^ . 

Similmente dopo la seconda differenziazione dell' Equazione H , 

M 

e con porvisi x—~ razzio , dovrà risultarne J'.-yrzziA'Jx 1 , cioè 

i M . , . 

A"— v . E cosi dopo la terza, e poi con farne x — azz o, 

1.2.4* A 

■ M i . ■ 

si troverà A'"zz 1 2 ^ /x'‘^’'lt ' ® un< l ue P otrem conchiudere per 

induzione che , se la r ne indichi la località di una di coteste 
parziali , il numeratore di essa debba esser quello , che si è pro- 
posto nel Teorema . 

§. 54. Caroli. I. Si moltiplichi per X 1 * Equazione H , e poi si 
trasportino nel I. membro di essa tutti i termini , che ritrovansi 
pel secondo all’infuora dell’ultimo,' ne verrà quest’ altra Equazione 
M — AX — A'X'*— u) — A'X' a — a)’ — . . . . r=V(r— -a)’ , K 

da cui potran raccorsi agevolmente i valori delle grandezze A 1 , A", ec. 
con differenziarla di seguito il numero di volte *— 1 , e con porvi 
dopo ciascuna di tali operazioni x—*jzz o . 

§. 55. Cordi. II. E con tal guida operando n’ emergon le sotto- 
poste Equazioni determinataci delle A', A", ec. cioè 
d M — A./X — AXJxzzo 
<r M — Ad ■ X— aA'-fXA—i A X./* ’ rro 
etc. .... 

Esem- 
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Esempi* • 




Jr+I „ .... 

§.5 6. Data la Trazione t jy i ritrovare col Metodo precedente 

A A A' V 

i numeratori di queste sue parziali ^ ^1 + ^ t )« + ."' + ~ 

M 

Seluz. La frazione , di cui debbonsi prendere i differenziali 

*+I . x+l f jr+oX 

successivi, qui si riduce alla • Ed e por </.— Val — r ), 

jr-jrl / 2jr*fd\ # 

e <T . — '^-nr </**( — J > come l’b noto dal Calcolo Differenzia- 
le . Dunque sarli (53) 

« r+I _ 

A — — — ~ 1 , pon. ,v — 1 

A -Ì‘ </JC ( Z ^) = “ 3 ’ 

I / ix+6\ 

A — T/T *’ dx \ lt*~ ) ~ 4 » P° n * * = r 


E cotesti valori delle A, A', A" si rinvcrrebber benanche colla Re- 
gola II. agevolmente : e la V col prescritto di essa sarebbe uguale 
a — 4*—! . 


§. 57. Sco/.I. Il Principio dimostrativo, eh’ è di luce a questo 
Teorema, c analogo a quello , onde suol dimostrarsi il famoso 
Teorema del Mac-Laurin . Noi lo possiam ridurre ne’ seguenti 
termini : Se tra due espressioni analitiche interceda un' Equazione 
Identica, che poi si differenza piu volte di seguito ; dovranno essere 
tra se uguali i primi differenziali di esse , i secondi , i terzi , ec. Ed in 
ognuna di queste nuove Equazioni Identiche potrà supporsi la varia- 
bile x uguale ad una costante a per vi determinare certe grandezze 
assunte • Ma il sommo Eulero , e dopo di lui gl’ insigni Analisti 

* Con- 



Cousin, Paoli , la Croi* , ed altri adottsn quest' altro Principio a tal 
uopo. Il numeratore del valore della V essendo (not. /. j 2 ) divisibile 
per (x — «)’ , tutti i differenziali di esso Jbso a quello delV ordine n—i 
ine lusiv amente dovranno svanire al forvisi x— -uzzo . Or noi per ra- 
gion di Metodo abbiam trascelto il primo di questi due Principi ; il 
quale, oltre ad esser vero intuitivamente, l’è anche identico a’ Prin- 
cipi dimostrativi nel precedente Opuscolo usati (37). Con un somi- 
gliante metodo si potrebbon benanche rilevare i numeratori delle 
parziali della seguente forma (A+Bar) : (*.**— 2ax+c r)" . Ma non es- 
sendo in tal caso nè si precise le regole , nè si chiari i calcoli 
convenienti, come il sono nel nostro Teorema, fìa meglio l’omet- 
tere tal ricerca , ed alla Regola IV. attenersi . 

PROP. IX. PROBL. 

Dato un Fattore semplice , o duplice reale (16.27) del Denominatore 

M 

della Frazione jy ~ , ma senza esserci noto l'altro di lui fattore, 

0 senza poterlo comodamente rilevare per la divisione j vuol 
ritrovarsi il numeratore di quella Frazione parziale , 
che avrebbe il f attor dato per denominatore . 

Soluz. La grandezza F dinoti il dato fattore della N , siasi 
egli lineare , o pur duplice reale : e la 4 n ' esprima il rapporto 
del differenziale della N a quello della F , Io dico , che per poter 
nel primo caso rinvenire quel richiesto numeratore debbansi maneg- 
giar colla guida della Regola I. le due Equazioni M — A 4 —o> ed 
x—a~ o . E che nell’ altro convenga maneggiar le due altre 
Equazioni M— A 4 — B 4 a=zo , ed xx—m ux+ccz^o colla guida del- 
la Regola IIL 

, Dim. 
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Dim. Chiamando X quell’ ignoto fattore della N denominatore 

del dato fratto , sarà chiaro dover esser la grandezza Xi=-|jr 

E ponendo uguale a zero il dato fattore E , (la qual supposi- 
zione è (Reg.prec r ~) un Principio euristico di siffatte indagini) ne 
verrà benanche N=o ; e sarà quindi 1' indicato fratto 
_N _ o_ JS_ 

F o <iF ^ * 

Imperciocché il rapporto- di due grandezze , che insiem- ne svani- 
scono , è quanto quello (a) de' differenziali loro , cioè quanto 
la 4 r che qui sopra abbiamo introdotta a disegnarlo . Dunque 
quell' ignoto fattore X dovrà acquistarsi il valore 4 , quando il 
dato fattore F divien zero, cioè quanda dovren» valerci della Rego- 
la I. o delle IH. , che su tal supposizione son fondate . £ quindi nel 
primo caso le due Equazioni M — A4— o , ed r— ■ a~o saran pò- 
tenti a determinarne il numeratore della richiesta frazione . E 
nell'altro caso si dovran maneggiar a tal uopo , e colla guida 
della Regola III, le due altre Equazioni M— ». A4— o ed 

»rw->2i7j!+t'r— o • 

§• 59 > 

(i) Egli è di per se noto , che flia N : F : N+dN : F-f-dF . Or fup- 
pongafi , che infierii ne svaniffero le due N , ed F j il rapporto loto fi : 

vedrà in tal cafo elfer quanto quellè di dN a dF, cioè -2—1^, Lo 

dv 

fteflo potrà geometricamente ritratti nel feguente modo . Da un qua- 
lunque punto di una curva intendali condotta una perpendicolare su di 
una fottopofta ordinata all' alfe . Saran grandezze variabili la detta per- 
pendicolare , e la parte dell’ ordinata , eh’ ella ne tronca verfo la curva • 
Intanto il rapporto , che avranno quelle due grandezze variabili nel fi- 
multaneo loro svanimento , farà quanto quello della fottangente all' ordì- 
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§. 59* baroli. I. Il fattore F suppongasi uguale al binomio x — u» : 
sarà in tal caso d¥~lx. E supponendo la F uguagliarne il trino- 
mio xx-~iax+cc , sarà per quest’ altro caso la d ?~2 lx(x—i) . 
Dunque per averne in amendue questi casi i rispettivi numerato- 
ri della richiesta parziale, convien usare le seguenti Equazioni: 

M dx 

A — » P on * *=a i 

S 

M. 2dx(x—j) 

AfB*— , pon. xx=z 2 ax—~cc ( Reg. TU . ) 

•*1I' • . ‘ 

§. do. Caroli, II. Il rapporto , che han due grandezze nel loro zi- 
multaneo svanimento , ì quanto quello de' differenziali loro. E, se 
questi primi differenziali benanche ne svanissero insieme , conver- 
rebbe a tal uopo ricorrere a’ secondi differenziali di dette gran- 
dezze . E così più oltre dovrebbesi procedere , se ne abbisogni . 
La qual cosa è nota dal Calcolo Differenziale . Ma in qualunque 
altro caso , cioè se le dette grandezze non svaniscano insieme (A), 
esse non saran proporzionali a’ differenziali loro generalmente . 

§.di. CorolUIl. Se il dato fattore del denominatore N sia (x — a )’, 
il valore , che si acqui steri 1’ altro fattore X al farvisi x — _~o , 
- • * ” sari 

(I) Un infigne AnaliUa fuol dire su tal propoGto : „ Il mezzo più 
„ femplice per ottenere in tal cafo il valore della X , è di divider la N 
„ per la * — a . Fra di tanto vi fi può pervenire per la differenziazione. “ 
Or un giovane da coterti concetti non ben mifurati potrebbe credere, che 
quello fecondo rifultato (ia identico al primo; o che due funzioni di una 
grandezza variabile abbian sempre fra loro il medelìmo rap'porto de’ diffe- 
renziali di effe . Intanto la divertiti de’ detti rifulrati conciceli a priori 
per le ragioni addotte iti quella dimoflrazione , ed a pclhrieti pe’ due 
efempj aggiunti ad ella . 
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«ari uguale a “ ^ — n ff x d , pon. x—a « Lo che è chiaro (57) pel 
Calcolo DitLrenziale , e dal precedente Coroll. 

I f ? . 

§, Ò-2. Coroll. IV. A quel Principio di Analisi assai noto, che ab* 
biam recato nel Coroll. II. , convien aggiungervi quest' altro , che 
sembraci recondito , e che poi l’è al caso nostro adattato . Cioè 
il differenziale di una qualunque Funzione della X diviso per lo dif- 
ferenziale di un di lei fattore , il qual si supponga uguale a zero , 
ì quanto ne diventa P altro fattore in tal supposizione (r) « 

% 

Esempio I. 

X m . 

§. 6 3. Data la Frazione 1 , “ , ove la n sia un numero impari , 
I+r 

e quindi i+ar un fattore del binomio Cotesiano l-i-Ar -1 , ritrovare il 

A 

numeratore A della sua frazione parziale . 

Soluz . Il rapporto, che han le due grandezze i+x", ed i+* nel 

simul* 

* 1 - t V" 

■(r) La dimoftrazione Euleriana procede nel feguente modo : „ Etfendo 
„ nel primo calo la X=N : (x — a) ; il numeratare A y- che fi è dima* 

. 1 jyj 

„ (Irato (18) uguale a ciò che ne diventa — al porvifi a per x , farà 

„ uguale ad M(x — «):N , ove fuppongah benanche x — a= o. Ma poiché 
„ in tal cafo vedefi di quefto fratto svanirne si il numeratore, che il de» 
„ nominatore , il fuo valore, come coda dal Calcolo - Differenziale , farà 
» (Md*-K* — *)d M) : d N , pon. uzza . Cioè , per eflerne x — azzo , he fi-; 
„ fulta A=M*A:dN, pon. uzza . “ Ma noi abbiamo (laccata la X, o la 
K : F dalle grandezze , che fervono alla determinazione delie quantità 
a(Tunte, e preione il fuo valore nel Gmultaneo svanimento delle N,ed F, 
lo combiniamo con quelle giuda la Regola I. o la III. 
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simultaneo loro svanimento ( do), è uguale ad nx"~' . Dunque sari 
per la Regola I. 

*" 

pon.ar=-I 

Ove il segno superipre vale per la m pari , _e T inferiore per la 
impari . 

Esempio li. 

Q+V 

§. 6 4. Data la frazione « , rinvenirne eoi metodo proposto la 

A+B* 

sua parziale — - . 

Soluz. Il rapporto , che han le due grandezze t— x* , ed i-f ** 
nel simultaneo loro (do) svanimento , uguaglia —ixx . Dunque 
nell 1 Equazione determinatricc delle assunte A , e B , cioè nella 
M — AX — BX*:=o , dovrà porsi — ixx per X ; ed ella poi dovrà 
combinarsi coll'altra determinatrice i+arjr“o, giusta la Regola III. 
Si avrà in tal modo 

!+•»■ ’+aAjrar+aBjr *— o 

Cioè ponendovi xx— — 1 , e quindi x ’rr —x , sarà 
u— - jp— a A— aB*=o : e sari quindi 
Arri , e Brr — r 

Onde sari r -~ fx il numeratore della richiesta parziale . Con que- 
sto stesso Metodo si troverà esser i-fì* il numeratore della fra- 
zione del Complemento. E quest 1 altra frazione potrebbesi benanche 
rinvenire togliendo la prima parziale dalla data frazione : come l'i 
chiaro . Ma per tali ricerche non dovrà impiegarsi la II. parte- 
delia Regola IH. , se non sia nota la X generalmente , qual si 
conviene (38) a tal uopo . 

PROP, 
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PROP. X. TEOR. 


e* 


$. cox. p + I «a f attere tri nomiate Jet Binomio l—x' 

# Jr"* - ' 

denominatore del fratto genuino ^ ^ y , ove sia la n maggiore del- 

la m—t ; dico esserne i cos. (n— -wi-f i)p«— M cos. (/i— m) p il 

numeratore di quella frazione parziale, che dee avere 
per denominatore un tal Trinomio. 

Dim. Il Fattore F qui (58) vedesi uguagliarne rr— « a*, cos. p-f 1; 
ed è poi N~i— **, ed M~ . Dunque sarà dF—idx (^— <os.?) 
'dNzz-nx—'dx , dìi : dF—lx*~’ : (cos.»— a-) , e quindi M/F: Iti 
— Ì(C0S. p — x) : x*~ m : Onde T Equazione detcrminatrice delle gran- 
dezze assunte A , e B sarà 

A+Bjr“£fcos.p — H 

Ciì> posto , si faccia per brevità di calcolo n—m~r ; e l’anzidett» 
Equazione si moltiplichi per x* ; avrassi A*'fBjr r +' — J'cos.p — . 
E, ponendo in quest’ ultima Equazione i valori delle x , x’ , jr'+< esi- 
biti ne’ §§. ni , e 11 , sarà 


A. cos. rp-fA.sen. rpv''— 1 
+ B.cos^r+ilH B. sen^r-fi)pv/- 


^=-ìsen. fv /_r 


K 


Inoltre si pareggino tra Inm i termini reali , e gl’ immaginari 00 
dell’ Equazione K j si avranno le due seguenti Equazioni deter- 

12 mi- 


(0 Allorché una Equazione comprende termini reali , ed immaginari , 
converrà porre feparatamente uguale a zero la fomma de’ primi , e quella 
poi de fecondi } affinché non emerga quell’ adurdo , che grandezze reali 
vi potelfer pareggiar le immaginarie . Ma lo fletto può anche compren- 
derà dall’ elfer doppia l’ Equazione K j ove potrebbefi apporre il gemino 
fegoo a que’ termini, che contengono grandezze immaginarie (22). 



9 o 

minatrici «ielle A , e B , cioè 


A. cos.ryf B, cos.(r-f i) f :=o , ed 
A. sen.rf-j-B. sen.(r+i)e — — J sen. # 

Intanto dilla prima di queste due Equaz.ottiensi Arr-~(B,coi.(r-f i)^): 
cos.rp . E la seconda col sostituirvisi cotesto valore dell' A diviene 
B(sen.(V-f-i)a. cos.rp— sen.rf. cos.(r-pi)p); cos.rfCZ— ysen.p . Dunque 
simplificando il primo membro di quest’ultima Equazione cogli ovvj 
principi di Trigonometria, avrassi (4) 

B = — J.cos. r» , ed A^r J-.cos^rd-i)p , e sari quindi 
A — 7 Cos^« — /n+Ofi e J-cos.(n— m)p . 

$. 66. Coroll, I, L' angolo t , come rileviamo dal Teorema Cote- 

aK» 

siano , dee avere la seguente forma — > ove la r n' è la somma 

di due angoli retti , e la oJC non dee esser maggiore della n. Dun- 

m 3Km 

que sarà eos. (*— /k) » — cos . — iKt ~ cos. — —r , e 


J7— -77I~{- I /7I— — I 

cos.(/i— wi + 1 ) f zz cos. ClKtZZ cos . aK T • 

iì it 

. * 

§. 6f. Caroli. II. Vale a dire deggion essere 

a m— i a iKm 

Arr — .cos. aK>, e B=r— »— cos. » 

n ’ n a 

§■ <T8. Coro II. III. Con un simigliarne artifizio si potrebbero do^ 
terminare le frazioni parziali del seguente fratto ',qTpTi 


§• 6 $. 


( 6 ) Cottila ricerca avrebbe!! potuto inftiruire con funzioni circolari 
«Tenti da grandezze immaginarie , cioè colla formola del §. z j. Ma l’un 
metodo , o l’altro convita qui praticare , per e (Terne gli eTponcuti n , cd m 
indeterminati , 
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§. <fp. dW. Il sommo Eulero co' principi «lei Calcolo Differen- 
ziale , e colle Teorie da lui stabilite nell’ Introduzione all’Analisi 
degl' Infiniti perviene ad indagar le A , e B in questi due casi , ed 
in altri affini. Noi diriggiamo i Geometri all' ultimo Capo del suo 
Calcolo Differenziale , perchè contestino non esser coteste indagini 
Euleriane all'intelligenza de' Giovani adattate . £ sebbene egli nel 
Calcolo Integrale pag. 49. voi. I. da tali Principi ne assegni alla 
grandezza A un valor diverso dal quassù recato , facendone cocesti 
grandezza 

1 OK» ImKn 2 oKt QmKr 

A— - sen. sen. f- — cos. cos.- f 

n n n o n n 7 

nondimeno questa espressione cogli ovvi principi trigonometrici 

• . 2 77J— I 

simplihcata diviene uguale a ~ cos, — “aKr • 

§. 70. Scof. II. Perchè i diversi Metodi , onde può risolversi un 
Fratto nelle sue frazioni parziali , non inviluppino i Giovanetti , 
è di bene qui recarne un parallelo. Ed in primo luogo il Metodo 
dell ' Etimi milioni , come si è detto piu sopra (27), sovente 1 ’ è 
'penoso, e talora l'è anche impraticabile. Nè poi può ottenersi il 
numeratore di una frazione parziale, se ordinariamente (/) non vi 
si ottengan tutti. II. Il Metodo Euleriano è di un concetto preci- 
so, e di agevole eseguimento: dipendendone dalle prime operazioni 
dell’Algoritmo volgare. E '1 numeratore di ciascuna parziale può 
rinvenirsi indipendentemente da quelli delle seguenti. E ciò nelle 
Regole II, e IV. Inoltre III. il Metodo esposto nella Prop. Vili., 

? e pe’ 

(/) Il Sig. Cramer , e dopo di lui il Bezout efibifeon didimamente ì 
valori , che deggiono avere le diverfe ignote di altrettante Equazioni (em- 
piici . 



e pe’ casi della Regola II. è dì una semplicissima enunciazione ; 
e vi si può ottenere il numeratore di ciascuna parziale , senza 
punto dipenderne dalle altre antecedenti , o conseguenti : bastan» 
dovi il saper prendere i successivi differenziali di un fratto razio- 
nale . IV. E quello, che abbiam rapportato ne’ Corollari di un tal 
.Teorema , riduce le differenziazioni a grandezze intere razionali . 
Ma questo poi non è si preciso, come il precedente , nè ciascuno 
de’ detti numeratori può indipendentemente dagli altri rilevarsi . 
,V. Finalmente i casi, che appartengonsi alle Regole I, e III, gui* 
dati col Calcolo Differenziale , come abbiam detto nella Prop. IX. ,, 
talor disciolgonsi anche agevolmente» 


\ 


Con- 
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Conclusione degù Editori; 




'93 


I primi stami di sì leggiadra , ed utile Teoria furon prodotti 
nel principio del secolo trascorso da' due sommi Geometri Gote* 
fredo Guglielmo Leibnitz , e Giovanni Bernulli (a) : e nella meth 
di detto secolo il grand’ Eulero le diè tal finimento-, ed ampiezza 
che ogni Analista d' attignerla dalle opere di lui non isdegna (fi) . 
Pur nondimeno noi ci avvisiamo, che questi tre Opuscoli ritratti 
da’ Corsi Analitici di nostra Scuola, abbiano ad impartir ad una tal 
Teoria quel didascalico chiarore , onde renderla a’ giovani agevola 
mente apprendevole . Conciosiachè le Definizioni , che vi ti spargon 
per entro , ci sembrano assai convenienti , e precise : e tali son pure, 
le altre verità , che quivi adunanti in forma di Teoremi , di Probler 

mif 

(a) Vegganfi gli Atti di Lipfia an. 1701. , e que’ di Parigi dello Hello 
tempo . 

(£) Dalle Teorie Euleriane rapportate in quelli tfe ultimi Opufcoli 
taluno può rilevare quanto inconfideratamente abbia detto il Signor Mon- 
tucla nell’ Hìftoir. dts Mathtin. Voi. III. pag. 148. „ Monfieur Euler y donne 
„ une Methode , au moyen de la quelle , fan? recòurir' aux Calculs labo- 
„ rieux de Leibnitz , et Bernoulli , on trouve fucceftlvement les ditferens 
„ facteurs du denominateur de la fraction rarionelle proposte. “ Imper- 
ciocché cottila ricerca l’è un Poftulato per I' Eulero (18): ed egli rivolge 
le analitiche Tue cure a rinvenirne i numeratori convenienti a’ fattori del 
denominatore della data Frazione. Egli è vero, che l'acutiflimo Giovanni 
Bernulli impegnava!) con delle Equazioni Identiche a ritrovar non meno- 
i numeratori, che i denominatori delle trazioni parziali diti di Lì p fi a am 
1752. Ma ne’ primi partì delle invenzioni talor non ifcorgefl tant’ oltre .- 
Ed era ferbato al fuo illutire Allievo il grand' Eulero di ridurre la fecon- 
da delle anzidette indagini allo fcioglimento delle Equazioni Algebriche r 
e d’ impegnarli al folo rinvenimento de' numeratori delle frazioni parziali.. 
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mi, e di Coro/larj (g ) . Le lor» dimostrazioni , ohe per la piuppat 
te son nuove , e da un medesimo Principio dipendenti , ci pajon tan- 
nile alla maniera Euclidea . 1 Metodi investigatori son di facilissimo 
concetto , e ritenevoli : e son pure agevoli i Calcoli , che vi si trag- 
gono . Il tutto e di ricche note corredato , e colmo di nuove specula - 
zioni . Onde ci lusinghiamo , che queste cose non sien per essere 
discare a' Geometri, come son utili, e gradevoli a' Giovanetti : del 
che un'esperienza di più lustri n’è garante. Che se talun vi 
scorga cose men rette, o da doverle vie più chiarire, restrignere , 
o ampliare; noi gli saprem grado, s'ei ce le dinoti accuratamente. 
Ma ciò facendo ei non trascorra i limiti della Filosofica Modera- 
zione , che i Geometri Illustri han mai sempre inviolatamente cu- 
stoditi , e che talun' ingegni Partenopei , del che ne meniamo acer- 
bo duolo , a trasaltar son usi . Ed anzi ci ci farebbe cosa assai 
grata , e che gli tornerebbe a sua maggior laude , se imprendesse 
ad estendere , o migliorare coceste analitiche utilissime disquisi- 
zioni. Ei potrebb' ingegnarsi a prender le Frazioni parziali di un 
Fratto , che accolga grandezze trascendenti , secondando gli ultimi 


desii dell’ Eulero . Potrò risolvere la Frazione 


c TZ?y in a,tre 


con denominatori trinomiali , di che per altro noi ne conosciamo 
le giuste guide nell' integrarla , quando ella siane per dx moltipli- 
cata. 


(g) Per vie piò chiarire a’ giovani la Propoli zinne VII, che ci fembta 
la più importante , noi gli avvertiamo, che nell’enunciazione quel deno- 
minatore ridotto a zero deefi intendere Amplificato , come olfervaC in ciafcu- 
na delle quattro Regole. Cioè a dire, fe tal denominatore lìa (* — *0’ > 1* 
feconda Equaz. determinatrice farò x — a=z o. Se quello lìa (arar — lax+cc)*, 
quella dovrà effer xx-iax-\-cc—o . 
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etti ; Finalmente ei potrà far* qualche altri Cosi di suo piaci man- 
to, ed utile all' Analisi sublime. Ed a queste letterarie produzto* 
ni , e non mica a* trascorsi deli' insania , o del livorp t ogni sag- 
gio protestasi di por mente . 




Digitized by Google 



OPUSCOLO VII. 


m 


DEL SIGNOR 

D. STEFANO FORTE; 


Risoluzione del celebre Problema della Cilindroide di Wallit 
con altre ricerche affini» 


► t < 


mEc non è guari , che tra noi è pervenuto un Opuscolo del 
Padre D. Gregorio Fontana celebre Matematico nell' Università di 
Pavia, ove tra l’ altre cose ch’egli snoda o illustra, risolve coli’ 
applicazione del Calcolo Integrale un insigne problema sulla Cilin- 
droide Vfallisiana , eh' è un solido generato dal rivolgersi l'iperbole 
conica intorno al suo asse secondario . Il solo enunciatnento d' un 
tal problema fu indicato dal Signor Fontcnelle nel IX. anno di que- 
sto Secolo , allorché si diè carico d' essersene nell'anno XCVII. dello 
scorso , presentata la soluzione dal Sig. Parent all' Accademia delle 
Scienze di Parigi ; ma ella non ritrovandosi in verun modo regi- 
strata nè in tal Accademia , nè altrove , che che ne fosse cagione , 
si mosse il chiaro genio del Sig. d' Alembert ad invitare nell'Enci- 
clopedia il Lettore per esibirla. A me non lice d’encomiar l’indu- 
striosa maniera , onde il Sig. Fontana ha mirabilmente innestati i 
sublimi calcoli de' Moderni al proposto quesito per isnodarlo; poi- 
ché la mia giovanile età toglie molto di peso alle laudi , che ad 
un tal Personaggio, per singolarità di merito ? e per chiarezza di 

*8 
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Jama ragguardèvqlìssiiilo) , _ ottima meliti si convengano. Dico sola- 
mente d’ essermi stato ingiunto di tentire, se per altro sentiero al 
medesimo scoio giugner si potrebbe , adoperili dosi per lo appunto 
l'Algebra comune, ovvero l'Analisi degli antichi Gennetri , della 
cui venusti la nostra Italia si pregi?» imi sempre , dappoicchè la 
Greca coltura le fu per ereditaria successione interamente traman- 
data* Per lo che. quantunque scorgessi operi di non esser pulita 
colla mia lima, tuttavia riflettendo , elise "I dirigersi per malagevoli 
ricerche, suole almeno perfezionar l’ ingegno dell'inventore, se pur 
soventi volte angusto calle a nobil terra non meni; mi accìnsi per- 
ciò animoso al Geometiicr» lavoro: ed essendomi riuscitole» i »e- 
gnarne una sintetica dimostrazione, la sottometto al ri proso giu- 
dizio del Pubblico, perchè riceva quel finimenti , che le conviene. 

§. 2. Il problema proposto da' Matematici Francesi , e risolato 

analiticamente dii P. D v Gregorio Fontina, è il seguente. L' .per- 

Tav IV. Iole conica A .Vii abbia per asse transversa la RA , eh' è l'asse map- 
F'g • I. , _ * 

giare deli 1 Ellisse ALK J si vuol sapere qual ragione a blu ad ai ere 

l'asse minori di questa al conjugato dr quella , etri la TI. ala Pp, 

affinché rivolgendosi queste curve intar la a'.' asse minare de P Ellisse, 

sieno costantemente uguali le superficie del a Cilindroide IV Ali stana , 

e delia Sferoide schiacciata , eh: vi si generano in tal modo. Cioè l 

dire ( ordinata ovunque all’asse minore deli’ Ellisse la retta MS, e 

protrattala insino all'Iperbole in N ) delab’ esser sempre la superficie 

sferoidale generata dill'arco AS colla mentovata rivoluzione , ugnile 

a quella, che vi si genera dall’arco iperbolico AM . 

§. 3. L’ illustre Padre Fontana si conduce nel seguente modo 
per isciorlo. Si chiami a il semiasse maggiore dell' Ellisse ALR , c 
il minore, e b il semiasse coniugato dell'Iperbole ZAY. Sia di più 
CM =*, MN=y, MS— e ; sarè per la natura dell’ Iperbole Z\Y , e 
per quell' alita dell’Ellisse AL'£ 

yy 
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yjzt ia+aaxx:èi ; c 

z:“ aj — aaxxxc. 

Si conduca nell' Iperbole li retti mn parallela alla Mtf, ed infitti- 
tiniente vicina ad essa, e si chiami ir la semiperiferia del raggia i; 
sarh la superficie conica generata dall'archetto N n rivolto intono a 
CT uguale a 2iryV'(fjr 1 -f./y s ); e la superficie conica generatavi dall’altro 
bs suih pure 2 t.V( Jx*+Jz*) . Ciò posto pongansi nell’ espressione 
2 tt>V( lx ì +dy' > ') i valori della y, e della dy*, i quali agevolmente si 
ricavano della rapportata liquazione all’ Iperbole: e poi s' integri l'es- 
piession che n’emerge, aggiugnendovi la convenevole costante. Co- 
testo Integrale dovr'a dinotare un’ indefinita pirte della superficie 
della Cilindroide corrispondente all'ascissa x : e verri un'aggregato 
di una parte algebrica, e di una log-mica. L'algebrica è Ja radice 
quadra di un Trinomio avente ciascun termine di quarta dimensione: 
c la log-mica contiene lo stesso radicale, ed un altro di due termini. 
L'integrale poi completo della seconda espressione 2T:^(djr»-f-** ), 
che in simil modo si prende , ha la stessa forma del primo , e gli 
sarebbe identico, se fosse 

(•/> : +/>/>) ce : ce) 

Con che pareggiando queste due frazioni , affin di determinarvi la e 
-semiasse minore dell' Ellisse , è da risolversi un'equazione biqua- 
dratica derivativa del secondo grado , onde rilevasi 

ab ac 

ccz , e con ciò hzz L 

\f (aafM) (<nr--fr) 

§. 4. Or essendomi applicato ad ordir la soluzione del propo- 
sto problema secondo il metodo degli .-In liciti , mi cadder nella 
mente sul bel principio le seguenti specuiazioni . La superficie co- 
rica generata dal rivolgimento dell'archetto Ss intorno a TL è u- 
guale ad bs moltiplicato per I3 circonferenza del raggio MS. £ pai 

chi i 
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cliè , adattandosi al punto S la normale SG all* Ellisse ; e tirando 
jt parallela a TL, riescon simili i triangoli Sts , SMGjsark quindi 
Sx ad xf , o ad M m, come l'i SG ad SM , o come la periferia dei 
maggio SG è a quella del raggio SM : onde il prodotto di Sx nella 
'periferia di SM uguaglia quello di Mtj nella periferia di SG; e con 
ciò a questo prodotto è uguale la detta superfìcie conica generata 
dall'archetto Sx . Per simi! guisa, adattandosi al punto N dell’iper- 
bole la normale ND , dimostrasi , che la superficie conica generata 
dall’archetto N/s nel suo rivolgersi intorno a TL , adegui il rettan- 
golo di M/71 nella circonferenza del raggio 1 )N $ laonde dovranno 
esser tali superficie eome le periferie di SG, e di ND , ovvero co- 
me le SG ed ND j il rapporto delle quali è d' uguaglianza , nel 
supposto, che quelle superfìcie si pareggino, siccome nel proposto 
problema si cerca . Un tal problema adunque riducesi a ritrovare 
la ragione de’ parametri principali dell’Ellisse ALR , e dell’ Iperbole 
ZAY , affinchè le normali di loro , corrispondenti ad una comune 
ascissa , costantemente si adeguino. 

$. 5. Una tal riduzione avendola comunicata a! Signor Abate 
D. Felice Giannattasio , gli fu agevol cosa il menar a capo lo sno- 
damento del Problema coll’Algebra de' Finiti nel seguente modo . 

Ritengami gli stessi simboli del §. 3 ; ed oltre a ciò si chiami p 
SI semiparametro principale dell'Ellisse ALR, ed v quello dellTpcr- 
bole Z AY : sarò ce = ap , e bb ss av: e 1 * equazioni caratteristiche 
di queste curve saranno le seguenti 
sa ss aa—ixr.p , ed 
yy e: aa-\-axx : v , 

E poiché , come da' Conici appare, sta GM: x:: tr. p , sarh 
GM*=:<ntf’x: pp; e quindi GS« , eh’ è uguale ad MS* +GM* , sarò 
uguale ad aa+xx^aa-jpy.pp . Ed essendo per le proprietà dell’ Iper- 
bole ZAY , il scmipai anidro principale di lei v al semiasse a, come 
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KH a KC , o coinè CM ad MD , per la similitudine de’ triangoli 
HKN, NM£h cioè a dire v: a : : r. MD $ sari «0*= taxi: vv ; 
Dunque il quadrato della normale ND , che pareggia i quadrati 
delle NM, ed MD, sari uguale ad ai+xx^aa-tav): vv. Per la qual 
cosa dovendo essere ND J =! SG 1 , sari pure 

att +xx(a* — ap'pppzz u4+*-*(‘M+ 3V ) : vv , 
ove togliendo aa , e dividendo il resto per <**■*, avrassi 

(a (a+v)pp : ed ordinando quest' equazione per determinarvi 

T ignota v , sari 

ppv app 

a-p a-p 
E risolvendola otterrasst 

ap 

v~ M 

*~r. 

E poiché v pareggia Si: a , e p adegna cc : a ; sostituendo nell* e» 
quazione M i rapportati valori di v, e di p, e fattevi Te dovute 
riduzioni , sarh bb =? tutcc: ( a*~cf ); e quindi , conv'exasi trovato 
dal Padre Fontana. 

ac 

*= 

^(aa — re) 

Ma di un tal problema , cni il primo si è ridotto , cerone la nostra 
'Analìii Gtonutrica . 

f. 6. I. Si unisca il fuoco F dell'Ellisse ALRf coll'estremo E 
del suo asse minore ET f e vi si cali dal centro C la perpendico_. 

lue 
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lire CQ ; sari , come abbiami da’ Conici, FL uguale ad AC se- 
miasse maggiore di tal curva , cd LQ uguale al suo semiparametro 
principale . 

H. Suppongasi di gii ritrovato il seniiparametro principale del- 
]' Iperbole ZAY , e questo sia Li , che pungisi per diritto colla FL: 
cd intendendosi descritto sopra Fi un semicerchio , il cui perime- 
tro seghi in e la retta Le .perpendicolare alla FLi ; sub chiaro es- 
ser la retta Lr.ch’è inedia proporzionale tra FL , ed Li , il semiasse 
coniugato della stessa Iperbole. Si uniscano poi le rette Fe , ri. 

IH. Finalmente ordinata all’asse minore dell' Ellisse la MS, e 
prolungatala Susino alla sottoposta Iperbole; si conducano le normali 
ad esse curve ne’ punti S , ed N , le quali sieno SG , NI): c si 
prolunghi questa finche incontri in H Tasse HA, cui si ordini 
la NK. 

IV. Cib premesso; essendo simili i due triangoli DMN , NKH, 
sta NM, ovvero CK a KH , come DM ad NK ; onde questa ra- 
gione al par di quella sari uguale yj) alla ragione di FL ad Li ; 
cioè sarà DM: NK : : FL: Li, e DM’: NK 1 ;: FL 1 : Li ». Ma 
-per la natura dell'Iperbole Z 4 Y è pii CK 1 - CA 1 : NK 1 : : Lr* : 
Li * . Du nque sai h per la 24» El. V. DN " - CA 1 : N K 1 : : Fc '.Li' . 

V. Similmente nell' Ellisse ALR sta la sunnormale GM all' a- 
scissa MC, come il semiasse LF al suo semiparametro LQ(£): dunque 
sarli GM’ : MC*:: LF* : LQ 1 . Ed è poi per la natura di tal cur- 
va SO 1 : ROA :: CL® : LF*. Dunque per equalita perturbata avras- 
si GM’: ROA :: CL J ; LQ® . Or aggiugnendo al quadrato di GM , 
cd al rettangolo ROA gli uguali quadrati di MS, e di CO; le loro 
somme , che sono GS* , .e QA* , dchbon differir tra loro, quan- 
to ne differiscono GM®, cd ROA . Laonde essendosi eonchiuso es- 
se- 
ri Vinp. 14' ìib III. Set. Con. 

iij Gli ass: conjugati sono inversamente come ì loro parametri , 
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sei è GNt?/' ROA::CL*: LQ 1 sari dividendo*, GS‘-CA*:ROA: : 
*CQ*:LQ*:ed essendosi puranehe detto esserne ROA ad SO*, come 
FL*' ad LC 1 , o come PC* a CQ’-, saia per equabili perturbata 
GS*--CA*: SO*: : FC*: LQ*. 

VI. Or dovendo essere DN s= GS , sarli pure DN : — CA* uguale 
a GS’-CA*, e quindi uguali le due ragioni di DN*-CA* ad NK*, 

e di GS* CA* ad SI 5 e prendendo quelle ragioni , che si son 

dimostrate. (n.lV., e V. ) pareggiar queste, sari Fc*: Li*: : CF 5 : LQ'. 
Laonde , se facciasi il rettangolo QFv uguale al quadrato di QL , 
ed in luogo de’ quadrati di FC , e di Fe si sostituiscano i ret- 
tangoli LFQ , AFE loro uguali ; sari AFL ad Li* , come il 
rettangolo di QF in IfL all’ altro di QF in Fv , cioè come FL ad 
Fe , o cerne il rcttingd'T di AF in FL a quello di AF in Fu: 
c sari quindi il quadrato rii LA uguale al rettangolo di AF in Fv. 

E per la rcciprocanza delle basi , e- delle altezze di questi due 
rettangoli uguali , avrassi AF : AL : : AL : Fv, e dividendo LF : 
AL:: AL — Fv : Fu . Vale a dire le due rette AL', e AL — Fv son 
reci proche alle date LF , vF , ed han per differenza la data vF . 

§. 7 . Scol. L’ essersi il proposto problema ridotto a ritrovar due 
lince rette reciproche a due altre date, ed aventi una data differen- 
za , ne dichiara esser egli piano , e con tal riduzione risoluto : ma 
una saggia speculazione su quelle rette, che ho condotte ne’ nu- 
meri I. e IL, gliene reca un'elegante, ed effettiva soluzione, eh' t • 
la seguente .. 

Si protragga la retta Le, finché incontri ió un pnnto E l’as-- 
se transverso dell'Iperbo!?, e distesi per E la retta KB parallela all’ 
asse minore dell’ Ellisse , si prolunghi la FL fintantoché la incon- 
tri : saré la retta LB il semi parametro principale dell'Iperbole ZAY. 
imperciocché per la simiglianza de' triangoli FEB , FCL , essendo . 
BF : PL;: EF : FC $ c per esser simili gli altri FEL, FCQ sta FL: 

FQ : : 
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FQ : : EF : FC ; «rii dunque BF : F£ : : FL : FQ f S quindi BF 
FQ : : BF*: FL*; ma la prima di queste ragioni pareggia quella del 
rettangolo di BF in Fv all'altro di FQ in Fv;ed è poi BF*:FL*:f 
EB*: CL*, ovvero come BL* : LQ*, per la similitudine de’ trian- 
goli BLE , LQC ; sari dunque BF . Fo: FQ, Fv : : BL* ; LQ* : e 
quindi siccome si è supposto FQ . Fv “ LQ* , cosi sari BF. Fvc: 
«L*; e con ciì) BL il cercato semiparametro . 

P R O P. I. TEOE, 

§.8. Se descrivasi t Iperbole conica ZAY , le quale abbia per asse 
transverso la retta R.4 asse maggiore della data Ellisse RLA, 
e per semiasse conjupato la quarta proporzionale ritrovata 
in ordine alt' eccentricità CF , ed a' semiassi conjugati 
CA , CL di quest' Ellisse ; tal Iperbole sarà la 
generatrice della Cilindroide proposta. 

Dimoi. Si unisca la retta FL,cui si elevi dal punto L la per- 
pendicolare LE, che incontri in E l’asse maggiore dell'Ellisse RLA. 
Dal punto E si erga EB perpendicolare ad AE , prolungandola sin- 
ché incontri in un punto B la retta FL prodotta ancor essa quan- 
to convicnsi . Sari la retta FL uguale al Semiasse maggiore dell' 
Ellisse ; e 1' altra LE uguaglierà il semiasse coniugato dell’ Iperbole 
ZAY ; imperciocché cotesta retta LE trovasi quarta proporzionai? 
in ordine alle tre rette FC , CL , FL , qual per ipotesi debb' es- 
sere tal semiasse , E sari poi LB , eh' è terza proporzionale dopo 
FL , ed LE, il semiparanietro principale della stessa Iperbole. Fi- 
nalmente per un qualunque punto M dell’asse minore dell'Ellisse 
AIR gli si conduca l'ordinata MS , la qual si protragga , finché in- 
contri l' Iperbole in N : ed ordinata all'asse transverso di lei la NIC, 

»» 
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si adattino k normali SG, HND all’ Ellisse, ed all'Iperbole ne* pun- 
ti S , ed N . 

Ciò premesso; per la simigliala de’ triangoli DMN , NKH , 
la retta MN, -o la sua uguale CK , sta alla sunnormale KH , coma 
DM ad NK : onde questa ragione al par di quella sarà uguale alia 
ragione di FL ad LB : cioè a dire sarò DM: NK :: FL : LB , e 
OM*:NK*:: FL 5 : LB’.Ma per la natura dell’Iperbole ZAY è pure 
CK* — CA 5 : NK*:: LE 5 : LB* ; dunque per la 34. El. V. a v rissi 
DN 1 — CA 1 ; NK 5 :: FE 5 : LB 5 ; ove ben si comprende , eh' essendo 
DM 1 con CK* , o con MN* uguale a DN 1 , esser debba la somma 
di DM* e di CK 1 — CA» uguale a DN 5 — CA*. 

Similmente nell* Ellisse ALR la sunnormale GM sta all* ascia» 
sa CM , come CA*, o FL* a CL 5 , cioè come LF ad LQ , e con 
ciò GM 5 : CM 5 : : LF*: QL 5 . Ma per la natura di tal curva è pure 
S 0 5 :CA 5 — CO»; ;CL*: FL 5 ; dunque sari perturbando GM 1 : CA 1 — CO* 

CL 5 ; QL 1 , e dividendo GS* — CA 5 ; CA 1 — CO 5 ; : CQ*: QL*y 
imperciocché aggiugnendo a GM 1 , ed a CA 1 — CO*le uguali MS 1 , e 
CO 5 , le loro somme, che sono GS 1 , e CA* debbon differir tanto; 
quanto GM" , ed AC 1 —CO*. Ed essendo poi, come si è dimostrato, 

CA* — CO’ ad SO’, come FL 1 ad LC*, o come FC* a CQ’, sark 
di nuovo per uguaglianza perturbata GS* — CA 1 ; SO 1 :; FC 1 : QL 1 - 
Or dunque essendo FC*ad EF 1 ,come CL 1 adEB 1 , o come QL* 
ad LB 1 , sark permutando FC 1 : QL 1 :; FE°; LB 1 ; « saran quindi 
Uguali le ragioni , che loro ri son mostrate uguali ne' due 4$. pre- 
cedenti, cioè le ragioni di GS 1 — CA 1 : SO», e di DN* — CA*; NK** 
ma i conseguenti di esse son uguali; quindi Pè ancora GS* — CA* 
uguale a DN*— CA’, e con ciò GS* pareggia DN*; e quindi GS è 
uguale a DN . 

§. 9. Scol. Se si descriva l’ Iperbole AQX * che abbia per asse lr 
transverso l’asse maggiore dell’Ellisse ALR, e per semiasse coniugato F ‘ s ' t ' 

*4 U 
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Ja. CE terza proporzionale in ordine ali* eccentricità CF , ed ai se»' 
aliasse minore CL dell* Ellisse; la detta Iperbole sarà il luogo delle 
normali dell' Ellisse rapportata all'asse minore; cioè a dire ogni 
normale SG dell’ Ellisse ALR uguaglierà la corrispondente ordinata- 
MQ dell’ Iperbole AQX . f Vedi i Conici illustrati dal nostro Gian- 
nattasio Prop. 54. lib. III., e le Divinazioni del Viviani su di Ari- 
stéo seniore ). Dunque l'altra Iperbole ANZ sarà la generatrice del- 
la Cilindroide proposta, sol che si dimostri esser ogni normale dii 
lei ND uguale all'ordinata MQ dell'Iperbole AQX. Lo che agevoi-- 
rncntc si conchiude nella guisa che segue L 

Altre d'tmottraziont 

5 . 1». £ Dal punto R sì- elevi RK. perpendicolare ad RAf, e- 
sn di essa si tagli la RH uguale a CE semiasse coniugato dell'Iper- 
bole AQX; e vi si taglino altresì lo due RI , RK- respettivaroente 
uguali ad LE semiasse coniugato dell'altra Iperbole ANZ , e ad LH 
semiparametro di essa. Si congiungano le rette CH-, CI, CK, e si. 
protragga 1 ' ordinata QM , finché le incontri in o ,. r , v .. 

II. E poiché i triangoli CMv, CRH- sono simili , sarà CM ad 
Mv , come RH , o la sua- uguale CE ad RG , e sarà quindi CM 1 *■ 
Mv*: : CE 1 : CR*. Dunque per la 14. El. V,. avremo CM*-4-CE*‘ 
ad Mv*-fCR*, come CE 1 a CR 3 , cioè per la natura dell’ Iperbo^. 
le AQX, come €M*+CE*ad MQ*. Onde saià MQ* uguale ad-. 
Mv*+CR*. Similmente dalla somiglianza de’ triangoli CMr , CRI 
c ilevasi MN*ugua]o ad Mr*H-CR*: dunque aggiugnendovi gli ugua^ 
li quadrati di MD,,* di Mo, avrassi DN’uguale ad Mr* +CR ’ +Mo\. 

III. Ciò premesso , per la similitudine de’ medesimi triangoli: 
CMv, .CRH, essendoti detto esser CM : Mi» GE: CR , sarà il 
rettangolo di CM in CR uguale all' altro di: Mv in CE . E per Hu 

sim>- 




Digitized by Googltj 



lo? 

similitudine de' triangoli CMr , CMo agli altri CRI ; CRK rispetti- 
vamente , dimostrandosi nello stesso modo essere i rettangoli di Alt 
in LE , e di Mo io LB uguali allo stesso rettangolo di CM in C R; 
5 .ir anno tra se uguali i tre rettangoli di Mv in CE , di Mr -in 
LE, e di Mo in LB. 

IV. Or dall' uguaglianza de’ rettangoli di Mr in LE, e di Mo 
m LB , dee stare Mo : Mr : : LE : LB , ed Mo* : Mr* : : LE*: LB* 
e componendo Mo*+Mr*: Mr®: : EB.*: LB*. E poi dall* uguagliane 
za de’ due rettangoli di Mr in LE, e di Mv in CE, anche rileva- 
si Mv* : Mr*: : LE*: CE*. Dunque siccome le due ragioni di 
EB 1 ad LB*, e di LE* a CE* sono uguali fra loro pe’ triangoli 
simili ELB , ECL , cosi dovrh stare Mo* + Mr*: Mr’: : Mv*: Mr’^ 
ed esser quindi Mo’+ Mr’uguale ad Mv*. Per la qual cosa aggiu» 
.gnendovi CR’ , sarh Mo*+ Mr* + CR’ uguale ad Mv’+ GR*,cioE 
( il. IT. ) DN’ uguale ad MQ*, e DN uguale ad MQ. C, B. O , 1 

PROP. IL PROBI 

§.11. Le due equazioni yy=P-\- Q*+ R* x , e sz=p+qx+ rxx appara 
tengami a due curve coniche poste fra loro in coméinazio - 
ne («) , ti voglion determinsrt i rapporti delle gran- 
dezze P , Q , K alle altre p , y , r , ajju'.cAè le 
corrispondenti normali di queste due curve 
sten tra loro eguali. 

Soluz. Essendo y;=P 4 -^r+R« ; sari, differenziando quest* E- 
quazione , iydy—Qdf+ iRxdx : e quindi ydy : dx , che rappresenta 

* la 

{«) Vtggtsi la Teoria delle consunzioni geometriche dell' Equazioni cubiche, 
e biquadratiche . 


io8 

la sunnormalè (<r) in questa curva , sark -^-Q-f-Rr . Per la qua 1 cosa 
aggiugendo il' quadrato di questo binomio al trinomio R+Qjr+Rrr, 
eh' è il quadrato della semiordinata y; la loro somma sark il qua» 
drato della normale, che nella prima di dette eprve appartiensi 
all’ ascissa x. Cioè a dire un tal quadrato sark 

P+àC) 1 +CQ+QR>+(R +rr>* A 

£ cosi il quadrato della normale, che nell' altra- curva corti sponde 
alla medesima ascissa x, dovrk essere 

p+i?’+(m r >s< r + rr >* B 

£ pareggiando i coefficienti de' termini analbghi di queste due es- 
pressioni A , e B , che per le condizioni del Problema vi deggion 
essere uguali , si avran le tre seguenti Equazioni di condizione ,, 
cioè 

. Q+QR=?+? r * R fRK= r +rr- C 

Ove supponendo date le p , q, r , si potran determinare le P, Q, R, 
che si richieggono .. 

§. 12. Esemplo 

Supponendo essere un'Ellisse la seconda delle due proposte curve, la 
cui Equazione alf asse secondario , e per le ascisse computatevi 
d»l centro co * medesimi simboli quassù adoperati ( 5 ) , dee 
essere zz=aa—aaxx:cc ; ritrovar l' Equazione dell'altra 
curva combinata con essa , sicché sten tra se ugua- 
li le loro normali corrispondenti . 

Sotuz. In tal caso dèe esser , come l'è chiaro , p=sa , j=o, 
ed r= z — aa:cc . Dunque le tre Equazioni C diverranno per la rir 
chiesta indagine 

F+iQ, l =-w> Qf'jRsv» RR+R^(,i 4 -- a 5 f*>c* 

Ma 

(a) Corri’ ì noto dall’ applicazione de! Calcolo D. Sin esalile alla Geometria. 
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Ma risolvendo la terza di esse , coma s: la R fosse ignota , rin- 
viensi la detta grandezza K =: (aa — cey.ec , imperocché l'altro di 
lei valore — ctr.cc coincide con quello , che si è dato alla r . Dun- 
que dee esservi la Qso, altrimenti la seconda Equazione divisa 
per laQ darebbe la R =3 — i:lo che non può essere . Dunque nella 
prima Equazione avrassi Pzzaa.E sirh quindi yy=n aa+faa — ec)xx:ca 
l'Equazione alla richiesta curva, eh’ è la generatrice della Cilin- 
droide . 

§. 13. Coro/l. Da queste cose può chiaramente rilevarsi , che 
oltre alla Cilindroide Wallisiana non siavi altro solido generato 
dalle curve coniche , talché la superficie di esso sia continuamen- 
te uguale a quella dell’ anzidetta Sferoide schiacciata , la qual vi 
s'intenda iscritta convenevolmente. 


P R O P. III. T E O Ri 


*». 14. La superficie della Sferoide schiacciala RTAL ì uguale a quel Ta*. 
cerchio, che ha per raggio la media proporzionale tra l'asse 
maggiore 1\A della sua Ellisse generatrice, e tra i arco 
parabolico TrL , che ha per vertice il punto medio 
deli eccentricità di essa, e fessa per gli estremi 
deli asse minore TL .. 


I. Intendasi praticata la costruzione delle proposizioni prece- 
denti ; c prodotte le ordinate SM , sm, finché incontrino in P , ed 
in p Parco parabolico T/L, si ordini la PI al suo asse re, e visi 
conduca in P la normale PZ . Ed essendo il rettangolo di FC in 
CE uguale ad LC 1 , cui é puranchc uguale il rettangolo della Cr 
nella sIZ.che n'è il parametro principale, ovvero di CF in IZ; sa- 
ranno perciò uguali i rettangoli di FC in CE , c di FC in IZ ; e 
quindi CE adegua IZ, II. 


Digitized by Google 


no 


H. Con clia essendosi dimostrato il rettangolo di FC in IZ ugnale 
al quadrato di CL, o al rettangolo di FL in LQ , che gli è uguale} 
sarà FL,: IZ : : CF : LQ ; ed FL* : IZ*: : CF* : LQ*:ma sopra (a) 
si è conchiuso essere SG* — FL* : SO* : : CF* : LQ* : dunque sari 
( is.El.V.) SG* : PZ* : : CF*: LQ*:( imperciocché la somma di SO* 
ovvero di PI* e di IZ* è PZ* ): e quindi sarà SG : PZ: : CF : 
LQ . Or essendo FL: FC : : FC : FQ , ed FC : FQ : : CE : LQ , sari 
FL : FC : : CE: LQ, e permutando, FL : CE: : FC : LQ; quindi 
da cib che si è mostrato sark SG : PZ : : FL: CE; e permutando, 
SG : FL: : PZ: CE; e sostituendo AC in luogo di FL, ed IZ 
in ^ece di CE , sark SG : AC : : PZ : ZI , cioè come Vp a Tj ; e 
sark parimente la periferia del raggio SG a quella del raggio AC , 
come P/> a Py ; e con ciò il prodotto P p nella periferia di AC & 
uguale all* altro di Py nella periferia di SG ; cioè è uguale alla 
superficie conica di Ss : laonde sark l'intera superficie della Sferoi- 
de schiacciata uguale al rettangolo dell* arco parabolico TrL nella 
circonferenza di AC , o nella semicirconferenza del raggio AR ; 
Or supponendosi esser DH media proporzionale tra 1* arco parabo- 
lico TrL , cd AR , sark TrL a DH , come la semicirconferenza del 
raggio DH a quella del raggio AR ; e quindi il rettangolo di DH 
nella semicirconferenza del suo raggio, pareggia l'altro dell’arco 
parabolico TrL nella semicirconferenza di AR ; cioè il circolo de- 
scritto col raggio DH uguaglierk la predetta superficie della Sfe- 
roide schiacciata, C. B. D. 


OPU- 

(«) -§. 6. noci. V. 
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OPUSCOLO Vili. 

DI 

VINCENZO flauti; 


Continuazione dello stesso argomento della C ilindroide \ 


„.N Eli’ Istoria dell’ Accadèmia Reale delle Scienze di Parigi 
per l’anno 1709 leggesi 1 ’ estratto di una Memoria del Signor Pa- 
rent sulla Cilindroide Wallisiana, ove tra le altre cose vien rile* 
vata un' insigne, proprieth di un- tal solido. Ed è„ che quando gli 
„ assi coniugati dell’Iperbole generatrice della Cilindroide abbiano un 
„ certo rapporto a quelli dèlia sferoide schiacciata , la qual vi s' in» 
,, tenda convenevolmente iscritta, lé superfìcie di cotesti due solidi 
,* deggian essere continuamente tra se uguali, come son quelle per 
„ appunto della sfera e del cilindro circoscrittole (a.).. “ Or questa 
verith, eh' è un estensione di quella, che il grande Archimede ave- 
va dimostrato per la sfera e pel cilindro sono ormai 20 secoli 
doveasi tor dall' obblio , e saggiamente illustrare . E quindi il 
sommo d' Alembert, dappoiché ebbe chiarite le nozioni di Conoide, 
e di Cilindroide ne’ corrispondenti Art., deir Enciclopedia , invitò»- 

i Geo- 
fi) L’ enunciazione , che ne ha reciti il Sig. Forte 1 questa verità nel §. a. 
dèi suo Opuscolo, mi sembri più precisa di questi, chi ho rapportiti coll* stesse 
paiole del d’ Alembert.. 


X 
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j Geometri ad una tal ricerca, col dire.,, Noi lasciamo questo tra- 
„ vaglio a’ nostri leggitori , i quali vi si potran valere del meto- 
„ do da noi proposto per la dimensione delle superfìcie delle Co- 
*, noidi . E ciò dipende da’ luoghi delle normali delle loro gene- 
„ ratrici . 

§. 2. Dunque un Geometra che voleva prestarsi a siffatti in» 
'Viti , per una di queste due vie avessi lodevolmente a condurre . 
Se imprendeva a divinarvi 'a dim «razione del Parent, senza più fa- 
re ; doveva trarla da' Principe di Geometria eh’ erano noti ne' tempi 
di cotesto Scrittore , e poi produrla con nitore geometrico , o al- 
men ristretta ne’ simboli dell'Algebra. E s'ei con voli analitici vo- 
leva in questo ameno argomento spaziarsi , lo che sarebbegli tor- 
nato a maggior gloria ; doveva avvalersi del metodo inverso del- 
le Tangenti, .e poi costruire i generali analitici risultati, adattan- 
doli alla Cilindroide Wallisiana. Or io che ho pensato d' occuparmi 
sul medesimo soggetto , non fo che segnar le diritte vie che met- 
tono all' una cosa ed all' altra , cioè all’ anzidetta Geometrica Divi- 
nazione , ed all’analitica soluzion generale del Problema. Ed ecco- 
me di ciò l’eseguimento. 

§. 3. Il Sign. Vivimi, che meritamente può chiamarsi l’ Apol- 
lonio Italo , ha dimostrato nella sua divinazione in Aristeo Se- 
niore , che il luogo delle normili di un’ Ellisse rapportata all’asse 
minore , sia il convesso di un' iperbole , che tien per asse principale 
f asse msggiore della data Ellisse , il quale dee starne al suo parame- 
tro , come la differenza de' quadrati dell asse maggiore de l Ellisse , t 
del parametro del minore al quadrato del detto asse minore (a) . E 

quin- 
ta) Questa proposizione i secondo la precisa idea del Viviani , come pub 
vedersi nella Prop. 41 del 1 Lib. della sua Divinazione de' Lunghi Solidi di A- 
risteo Seniore: ma piti giù ne sari recata una riduzione, eh’ È: più semplice di 
essa . 
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quindi chiamando à il semiasse maggiore di tal Ellisse , c il se- 

• . • «■* . 

miasse minore, e con ciò — il semiparametro di questo, dovrà stare 

adai — rei . c* 

- v ce : : , 

ec — re) ’ 

e cotesto quarto proporzionale sari il semiparametro principale di 
detta locale.. E moltiplicandolo per a , e poi prendendone la radi- 
ce 

ce del prodotto; sari — il semiasse coniugato di siffatta 

y(aa — cq 

iperbole , come 1 * è noto da’ Conici . Cioè a dire un tal semiasse 
conjugtto sari terza proporzionale in ordine alt eccentricità ed al te- 
mi asse minore deli' Ellisse . 

§. 4. Inoltre il luogo delle normali nella parte convessa di ani 
iperbole, così soggiugne il medesimo Geometra, iì un'altra iper- 
bole convessa , che ha il medesimo asse di quella , ed ha poi per pa- 
rametro la terza proporzionale in ordine alla somma deli asse mag- 
giore e del parametro , ed al parametro della prima iperbole . Sicché 
chiamando a il semiasse principale della prima iperbole, b il suo 


semiasse coniugato , e quindi il suo semiparametro principale — , sarà 

a 

6 * 

~ — ,-77— il semiparametro principale della già detta locale. E così 


pure moltiplicando per a cotest’ ultima espressione, e prendendone 
.. - - bb 

li radice di -un tal prodotto, avrassi , eh’ è il valore del 

V (aa+bb) 

semiasse conjugato di tal locale. Ed et sarà terza proporzionale do- 
po 1 eocentrità deli iperbole proposta e '/ suo semiasse conjugato . Le 
quali cote da' Conici son chiare , e dalle rapportate espressioni . 

*5 ' In- 
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Intanto da questi due Principj eecone L'immediata, risoluzione del 
proposto Problema., 

PROP. I. P R O B L. 

§, 5. Dati gli assi conjugati di una Sferoide schiacciata , ritrovar 
fuetti della Cilindroide circoscrittale talchi sieno continuamente 
uguali le loro superficie , come si i qutssu divisato (2) _ 

Sol. Si chiami a il semiasse maggiore- della data Ellisse , c il 
semiasse minore,, ed x sia il semiasse conjugato della generatrice 
della richiesta- Cilindroide la quale deve avere per asse principa- 
ti: 

le l’asse maggiore dell’Ellisse , Sarà il semiasse conju- 

\f(_<u—cc) 

gato di quell’ iperbole,, eh' h il luogo delle, normali dell’’ Ellisse ri- 
ferita all' asse minore (3). E ’l semiasse conjugato dell’iperbole, 
eh’ è il luogo- delle normali della generatrice della- Cilindroide (4), 

sari — ; 

Dunque dovendo per la condizion del Problema coincidere cotesto 
locali , dovrL essere 

re xx 

— cc) ^(aa + xx) 

C prendendo la radice reale , e positiva di quest’ Equazione , che 
ben si vede esser biquadratica , e derivativa del secondo grado 
avrassi 

ac 

x — — , . 

^(aa—ce) §. 5. 
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§. 6. Cor . I. Di qui si rileva •che il semiasse .conjugito dell* 
generatrice delta richiesta Cilindroide debba eiier quarta proporziona- 
le in ordine alt eccentricità detta data Ellisse, ed a' di .lei semiassi 
conjugati. E ciò .consente colle illazioni del P. Pontina, e idei Si- 
gnor Forte. 

§. 7 . Cor. II, E lo stesso -risultato -sarebbesi ottenuto colla gui- 
da delle due proporzioni del Viviani quassù esposte («) . 

8 . Scol. La composizione geometrica , »che potrebbe farsi % 
questo Problema col ricalcarne in ordine retrogrado 1* algebrica di 
lui soluzione , .riuscirebbe assai grave e tediosa a' leggitori . Quin- 
di è , che ad evitar tai sconci , gioverà 1 ' attenersi ad un insegna- 
mento dij nostra Scuola , qual si h quello di doverne in tal caso 
■carpire una geometrica ricerca da qualche tratto della soluzione 
il quale ne parrà più idoneo a tal uopo . Or l'Equazione sotto- 
posta 

r xx cc 

tf(cu-\-xx) y/{“a — cc) 

sembran a ciò convincente ; come quella , -che si converte nel 
seguente geometrico Problema , di cui mi è riuscito dare una 
jsemplicissiraa costruzione . 


* PROP. II. 

(») Cioè colle proporzioni , che osservami ne’ principi de’ §J. ; , 4. 
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PROP. II. PROBI, 

Tav. IV. §. 9. Costruire un triangolo rettangolo , di cui un cateto aia la retta 
Pig. 4 , 

FL semiasse maggiore della data Ellisse , e /' altro cateto siavi 

med.o proporzionale tra la sua ipotenusa e la dita retta C E y 
eh' è terza proporzionale in ordine alP eccentrici- 
tà , eJ al semiasse minore di tal curva . 

Solut. Dal punto L si elevi la Lf perpendicolare alla LF ed 
uguale alla data CE , Di poi si descriva solla Le come diametro il 
cerchio VLe , e tirata per F la segante centrale FGV , si applichi 
la FP uguale alla FV. Il triangolo FLP sarà il richiesto. 

Dim. Imperocché togliendo dagli uguali quadrati delle FP , cd 
FV rispettivamente FL 1 ed VFN , che sono anche tra se uguali , 
vi rimarrà il quadrato della LP uguale al rettangolo di FV in 
,VN , cioè di FP in Le. 

f. io. Cor. 1 . Sul semiasse maggiore FL della data Ellisse s'in- 
tenda costruito il triangolo FCL rettangolo in C , t cui cateti FC , 
e CL dinotino 1 * eccentrica !» , e '1 semiasse minore della data El- 
lisse rispettivamente , e le due rette FC , e FL si uniscano in E . 
Sarà la CE ( terza proporzionale in ordine ad FC e CL ) uguale 
ad VN , come erasi posta uguale alla Le . 

$.11. Cor. li. Ed essendo uguali i due rettangoli EFC ed VFN, 
poiché ciascuno di essi uguaglia LF*, aggiungendo ad essi il qua- 
drato di CO metà di CE , e l'altro di NG rispettivamente , sarà 
FG J uguale ad FO’ , e quindi FG uguale ad FO: e la FV , o sia 
la FP dovrà uguagliare la FE, e con ciò la LP l’altra LE. 

§. 12. Cor. III. E sarà per la similitudine de’ triangoli FCL , 
LCK , la FC alla FL, come la CL alla LE, o alla sua uguale PL. 

Onde potrà ridirsi ciò , che si è detto dal Sig. Forte Prop. I. , che 

il 
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Il semiasse coniugata d'ila generatrice della Cilindroide sta quarta 
proporzionale in ordine alt eccentricità , ed a' semiassi conjugati dell' 
Ellisse data . 

tj. 13 . Co'. H'- Finalmente t eccentricità di queste due curve 
son proporzionali a' quadati de' loro semiassi conjugati , o a' loro 
parametri principali per aver emendar il medesimo asse . E questa 
verità, che può trarsi dall’Equazione producirrice ( 3 ) del presente 
Problema , è stata egregiamente e con chiara Sintesi dal Professore 
Scorza dimostrata ne) risolverne sinteticamente il divisato Problema 
della Cilindroide . 

14. Scol. Un de’ nostri Geometri <si è lasciato dire potersi 
concepir due Ellittoidi intorno ad un comune asse , e con tali para- 
metri principili , che conducendovi nella interiore di esse una 
sezione circolare, questa vi poteva troncar di entrambe due uguali 
superficie instilo al coni in circolo dell’ asse maggiore . Gli si è 
risposto ciò esser falso, e l'impossibilità di tal concetto potersi di- 
mostrare dalla Prop. IH. del Signor Forte , dal Problemi analitico 
che or saremo per recare, ed insin dalla riduzione praticata dill 
/.b. Giannattasio pag, 101, vers. 3 . Ed invero supponendo esser x 
il semiparitnetro principale di cotesta Ellittoide interiore , dovreb, 
be essere secondo l'anzidetta riduzione (a— (a— x)p/> . Laon- 
de risolvendo rispetto ad x questa quadratica Equazione avrebbe*! 
la ir uguale a p , 0 pure a — ap:(a — -p ) . Or il primo di questi due 
valori renderebbe 1' Ellittoide interioie identica all'esteriore: c l'al- 
tro dandole un scmiparametro negativo rende immaginario il semias- 
se coniugato, e quindi impossibile una tal Ellittoide interiore . In 
tjl congiuntura si son fatte varie -Speculazioni sull’ Equazioni alge- 
briche di simil forma , e se n'è anche recata una semplicissima di- 
mostrazione , che per la novità dell' orditura è ben di qui recarla. 
Cioè „ dall' indicata riduzione ricavami uguali i seguenti fratti 
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,, xr.'j — jt) , e pp:(j — p ) . Sicché chiamando V J' identico valor di 
„ ciascheduno di essi , c sciogliendo sì l'uno, che .l'altro in pro- 
„ porzione avrassi x:a — x : : V:x ,e quindi Jtr:a:: V-.t'+x . E dimo- 
„ strando in simil guisa a:p : : V+p:V, sari per equalità perturbata 
„ x:p::V-{ p-.V-^x . Ma qui supponesi la x minore di p: dunque 
„ dovrà essere anche V\p minore di V-\x ; e toltavi la V 
„ resterebbe p minore della x , eh' è una contradizione.. .Intanto 
per dare a queste mie ricerche .maggior risalto, e renderle più 
grate ed importanti a’ Geometri , io abbozzerò qui appresso il 
metodo diretto , che ad esse conduce , e che un nostro Geometra 
si è compiaciuto comunicarmi,. 

P R O p. IH. PROBI. 

§.15. Abbozzare un Metodo .Analitico diretto per C indagine di coterta 
Cilindroide Wallisiaaa, e di altri tolidi similmente condizionati, 
Soluz. I. Il Problema della proposta Cilindroide dee risolversi col 
metodo inverso delle Tangenti, che qui più acconciamente potrù 
dirsi Y Inverso delle Normali. Ed ci ben tosto ci offre un'Equazio- 
ne differenziale del 1. ordine, ed a due variabili, che con sagaci 
analitici ripieghi può rendersi omogenea , .e cogli ovvj mezzi inte- 
grarsi . In tal maniera operando si rinverrà la seguente .Equazione 
per quella generatrice della Cilindroide Wailisiana , cioè 

bb 

2aax — bbx 

.«(vy-aa-W } -*) F 

Cve la c n’è un’ arbitraria costante (a),- la grandezza a disegna 

il 

(#) Il semiasse minore della data Ellisse . che costantemente si > disegnalo 
per e nelle precedenti Proposiiioni , ora il dinoteremo per >, per non contunderlo 
colla costante somministrataci dall’ integrazione, e che con quel simbolo soci es- 
primersi dagli Analisti . 
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il semiasse maggiore della data Ellisse ; la 6 n' è il minore; e l’al- 
tra A dee pareggiare (a 4 — aabb):b* .. Inoltre la variabile x dinota 
una qualunque ascissa computata' dal centro di detta Ellisse in sul 
semiasse minore , ed v esprime la sua corrispondente- semiordina- 
ta. ortogonale nella curva , che si domanda .. 

II. E supponendovi la c — o ,. qual dee esser tal' costante 
affinchè la richiesta curva passi per un estremo dell' asse maggiore 
dell’ Ellisse; l’Equazione F si contrarrà in un'altra assai semplice,, 
edi identiforme a quella , che per diverse vie han ritrovata i due 
Insigni Geometri il P. Gregorio Fontana-, e'L Sig— Forte-, cioè a di- 
re ella sarà 

ai — Ai 

vvz=^t + — — — xx Cx 

DO 

E se faremo azz b nell' Equazione G , questa degenera nellafc 
w — aa, o nella- v — a , eh' è ad una retta parallela all'asse di ri- 
voluzione di questi due solidi, e distante da- esso- per a.- In tal caso- 
1' Ellittoide diverrà una Sfera : la Cilindroide si cangerà in un Ci- 
lindro circoscrittole : e vi si vedrà campeggiare quel celebre Teoa 
rema Archimedeo sull’ equalità delle loro superfìcie.. 

III. Che anzi cotesto risultato avrebbe*! potuto ottenere senza 
punto separar le variabili in quell' Equazione differenziale- omo- 
genea, c senza- nemmeno- integrarla.. Bastando a tal uopo il' carpime- 
la sua soddisfacente Equazione: e ciò ottiensi', come 1* è noto , col 
supporre la variabile x moltiplicata' per un’ ignota-, n pareggiare- 
1’ altra variabile di quell’ Equazione omogenea .. E per tal modo i 
due valori dell’ignota n ci daranno le due sottoposte Equazioni 

aa ai — bb 

— xx r ea vv—aa+ xx 

bb bb 

la prima delle quali appartiensi alla data Ellisse, e l’altra è per 
la generatrice della richiesta Cilindroide. IV. 



ISO 


IV. E se la superfìcie dei solido, che debbi uguagliare quell* 
della data Ellittoide , dovesse passate per un qualunque punto del 
di lei asse maggiore , l’ Analista dovrh in tal casó valersi dell’ E- 
quazione F , e rivolger tutte le sue cure nel geometricamente co. 
struirla . Dappoiché cotest’ impresa , come tra' Geometri si convie- 
ne (A) , è assai malagevole , per non vi si poter separare le varia- 
bili * , ed v, 

V. Or il detto -Geometra per poterne ia ciì» riuscire impegol- 
ai * risolvere un Problema nuovo , ed importante , cioè a dire . 
Data 1* Equazione F(x, i>) = /(ar, i>)-f C , ove le F, ed / disegnino 
idue diyerse funzioni delle x, ed v, sieoo elle algebtiehe o tra- 
scendenti, costruirla geometricamente: cioè esibire una curva , che 
abbia per coordinata ortogonali le variabili x ed v , il rapporto 
delle quali aia definito dalla data Equazione . 

VLE volendosi estendere un tal metodo ad altre superficie di 
rivoluzione diverse dalla Sferoide schiacciata, ei ne prefigge le .con- 
dizioni da poterne analiticamente ottener l' intento . 

$. 1 6 . ScoIJ. I Problemi i «he pppartengonsi al metodo inverso 
delle Tangenti, offron sovente Equazioni differenziali di difficilissi- 
mo maneggio, e riducimento . Poiché, come costa dagli Elementi 
de' Calcoli sublimi, poche Equazioni diiferenziali , ed anche quelle 
del i. ordine., ed a due variabili , si sanno convenevolmente inte- 
grare: e queste sono le Stranite, Je Integrabili di per se stesse , le 
Omogenee , le Lineari , e le Riccaxìjwe (c) . Ed anzi riuscendo di 

sa- 

(4) 11 Sig. I.» Croi* , ed altri valentissimi Analisti scglion dire un' Epta- 
tione dij}', temiate non fkb (vimini erdinariamentt , che quando vi ti separano lt 
variabili . 

(e) Il Metodo de’ Moltiplicatoti sebbene di sua natura sia universale , e eoa 
cib pajt afsai energico , pure non si i saputo -finora applicate , ebe a cottale E- 
quattoni solamente. 

• 
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saperne integrare una di cotejte Equazioni , le sue variabili x, ed y 
il più delle volte emergono con algebrico , o trascendente nodo sif- 
fattamente tra lor legate , che manca P arte da saper 1' una dall' ali 
tra separare , e quindi da poter quell' integrale geometricamente 
costruire . Ed ecco due difficolti ben gravi, che spesso insorgono 

• -f 

in cotesti Problemi , a rimuover le quali interamente o in parte 
ai è il nostro Geometra applicato giusta sua possa» 

§. 18. Scoi. II. L'acutissimo Giovanni Bernulli essendosi im* 
battuto a risolver Problema sì malagevole seppe in un altro più fa- 
cile deviarne , qual n'A quello dì descrivete una curva intorno alC. 
asse di un' altra data , si echi ogni •> um normale fosse aguale all' ora 
din ita , che dal punto , ove tal ne scontra il comun asse , 

toniucesì nella curva data a Or egli in risolvendolo si valse del- 
ie primitive operazioni del Calcolo Difìerenziile . E Giacomo 
Bernulli , in ciò più saggio di suo germano , dimostrò esser 
sufficiente a tal indagine la Cartesiana Geometria . Ma io vi ag- 
giungo , che cotesto nuovo Problema non sia risolvibile , che per 
poche curve date , o almeno per que' tratti di ciascuna di esse ; 
ove le ordinate sien minori delle corrispondenti loro sunnormali- 
Poichè nella riduzione fatta da Giovanni Bernulli (a) in tal Proble- 
ma rilevasi, che la sunnormàle , e la normale della richiesta curva 
sieno respettivamente uguali alla sunnormale, ed all'ordinata della data 
curva . Onde il rapporto di queste due ultime grandezze dovrebb' 
esser ovunque di minor disuguaglianza, come 1' è sempre quella 
delle due prime. Inoltre l’Autore di cotest' Opuscolo, di cui ne ho 
qui recato un abozzo, diè in luce nell'anno 1779 un elegante Pr oble» 
ma sul metodo inverso delle Tangenti, ove l'Equazione differenzio- 

differenziale, che se ne trae, per essere stranamente inviluppata delle sue 

1 6 va* 

{«) Voi. III. p«g. 4ji. 


* 
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variabili sembraci incapace idi separazione; 6 d’integrarsi. Il ee« 
Jebre Platzmann un anno dopo disciolse un analogo Problema negli 
Atti Nuovi di Pietroburgo per l'anno 1780. E nelle geometriche 
costruzioni di questi due Problemi farò piti cose utilmente osser» 
^re nell' esibirle» 


GIU- 
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CONTINUAZIONE DELL’OPUSCOLO PRECEDENTE. 


Esame delle varie Soluzioni del Emblema della 
Cilindroide Wallisiana. 


§. i. i&Eguendo il sistema gì\ da noi adottato, d'istituire, a van- 
taggio de’ giovani , a' quali destiniamo questi nostri Opuscoli, un 
parallelo tra le diverse soluzioni di un problema, date da più Geo- 
metri , che vi si erano occupati: proporremo perciò in seguito del- 
le ricerche di nostra Scuola sulla Cilindroide Wallisiana le seguenti 
riflessioni sulle diverse soluzioni, che finora n’esistono. 

§. 2. Il P. Fontana ottimo Analista dell' alta Italia fu il primo 
ad illustrare cotesto geometrico argomento , che per poco men di 
un secolo era restato nel bujo . Ed ei seppe in tal rincontro di- 
mostrarne quell' insigne proprieth della Cilindroide Wallisiana, che 
aveva meritata l’attenzione, e gl’impegni del Signor d’Alembert . 
Or sebbene i Geometri debban esser riconoscenti all'Analista Ita- 
taliano di tutto ciò , eh' egli ha fatto ; pure non direbbesi fuor di 
ragione , eh’ ei in un tal lavoro non abbia serbato il decoro dell* 
Analisi moderna , nè secondato i desideri del d’Alembert ; poiché 
nel prender col Calcolo Integrale l’ indeterminata quadratura (a) 
della superficie Ellittoidale , e quella della corrispondente nella 
Cilindroide ( le quali accortamente di poi pareggia ) , non fa che 
.eseguire una calcolazione puramente empirica , e si ristretta , che 
niuno mai può adattarla a quistioni affini , e nè anche in seguito 

* può 
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può saggiare sè, oltre alla detta Cilindroide, siavi altro solido sod- 
disfacente al quesito (A) . _Or se egli voleasi contenere tra limiti 
sì ristretti, perchè non raccolse coceste vendi da’ soli Conici coll' 
evoluzione delle geometriche ragioni , o coll’ analisi de’ finiti (<•) , 
come la ragion di metodo esigea , e come i nostri Geometri han 
saputo nitidamente eseguire ? 

§. 3. Il nostro Signor Forte , abbandonando il cammino dell' 
Analisi sublime seguito dal Fontana, da accurato Geometra, com- 
pose , giovine ancora (</) , queste geometriche speculazioni, ed altre 
di simil conio, che più appresso si daranno in luce . La riduzio- 
ne da lui praticata (e) nel Problema della Cilindroide Wallisiina , 
è il germe della soluzione analitica, che il mio dotto Collegi Gian- 
nattasio trasse per vie assai semplici ; e di quell' altra sintetica , di 
che egli stesso ne distese 1’ analisi geometrica , ed una gemina geo- 
metrica composizione (/). Inoltre col maneggio dell’ Equazioni Iden- 
tiche ei promosse siffatte ricerche. Supplì pure una geometrica di- 
mostrazione al celebre Teorema Ugeniano sulla dimensione della 
superficie d* una Sferoide schiacciata. E queste cose, che fan più' 
pregevole l'argomento, sono altre pruove del valore geometrico 
del Signor Forte, cui una crudele malattia, che da più anni il 

tr a- 


(/) Vcggasi la Formoli F. §. 15. Opusc, Vili. 

(r) Si riscontrino le Soluzioni addotte negli Opusc. VII, ed Vili. 

(d) L’Opuscolo del Signor Forte, che tiproducesi in questa Raccolta, fu 
dato in luce la prima volta nell’anno 1797. 

(e) §. 4 Opusc. VII. 

f /) Cotest’ Analisi geometrica , di cui principalmente dee tenersi conto in 
tal lavoro , vedesi eseguita dal Signor Forre con sagacia , ed cleginza . Ni altri 
creda esservi una profusion di ragioni ; poiché queste sono in minor numero di 
quelle, che l'accuratissimo Viyiani ha impiegate nel rilevar le indicate locali. 
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travaglia , lo ha con pubblico duolo alle Geometriche Scienze in- 
volato . 

§.4. Anch’io, ripigliando l’Opuscolo del Signor Forte per ri- 
produrlo in questa collezione , mi posi a scandagliar questo argo- 
mento giusta le intenzioni del sommo d’Alembert , e parrai di es- 
ser riuscito nell' attignervi un’ analitica soluzione , che sembra in- 
tuitiva , e che mette ad un semplicissimo analitico risultato. £ vo- 
lendola poi tradurre in Sintesi rigorosa, qual conviensi per elegan- 
za di un tal lavoro , ne ho congegnata la geometrica composizione 
in quattro semplicissime parole. Ma questo Problema della Cilin- 
droide doveasi risolvere generalmente , e col Metodo Inverso delle 
Tangenti j ed a tale oggetto ne ho abbozzato in fine del mio Opu- 
sculo il Metodo, che mi è stato comunicato da un nostro valentis- 
simo Analista. Ed in tal congiuntura non ho tralasciato di far rile- 
vare alcuni altri Principi di nuove indagini . 

§. 5. Nè debbo qui anche tralasciar di avvertire, che discor- 
rendo di questo mio lavoro coll’ altro mio collega D. Giuseppe 
Scorza persona, che ad un estrema moderazione accoppia un merito 
non ordinario nelle Scienze geometriche , riuscì a costui il rileva- 
re dall' uguaglianza delle rispettive normali nella generatrice della 
Cilindroide, ed in quella della Sferoide schiacciata, cioè dall'ugua- 
glianza de’ rettangoli delle corrispondenti sunnormali nelle rispettive 
somme di esse , e delle sottangenti , che per la proposta condizione 
debbano esser reccentricitd di queste due curve proporzionali a’ qua- 
drati de' loro semiasti conjugati • Della qual verith eccone la dimo- 
strazione che egli mi ha comunicata • 


PROP. 
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Se P iperbole conica ABR si rapporti allo stesso asse maggiore AQ 
del? Ellisse ANQ , e le di loro eccentrica ì CF , C f sieno pro- 
porzionali a’ rispettivi parametri AR , QP ; queste curve 
dovranno avere uguali normali corrispondenti ad una 
medesima ascissa dal centro presa nelP asse minore $ 
e quindi detta iperbole sari la generatrice 
della Cilindroide proposta • 

Dim. Si tiri ovunque la BG parallela alla AQ , e che seghi le 
proposte curve in B,e<linF, e per questi punti si tirino all'Iper- 
bole, ed all’Ellisse rispettivamente le tangenti BK , ed FH , e le 
normali BD , ed FI , le quali incontrino 1’ asse secondario ne' pun- 
ti K , H , E , ed I ; finalmente dal punto B si ordini BM all' asse 
QA : sari EG ; GC EB : BD , o come CM : MD. Ma a cagion dell’ 
Iperbole ABR , sti CM : MD : : QA : AR (</) . Dunque sarà ancora 
EG:GC::QA:AR. Ed è poi per l’ Ellisse ANQ, GC: Gl: QP:QA (A). 
Laonde sari ex aequo perturbando EG : Gl : : QP ; AR . Inoltre KC 
sti a CH, come il rettangolo KCG al rettangolo HCG $ ma questi 
rettangoli ne pareggiano respettivamente i quadrati di CS , e di CN, 
che sono i semiassi secondari dell’ Iperbole ABR , e dell’ Ellisse 
ANQ. Dunque sari ancora KC : CH CS’: CN’, ovvero come i pa- 
rametri AR , QP delle anzidetto curve per aver esse lo stesso asse 
maggiore AQ . Or essendo EG : GC : : QA : AR , o come QC’; CS* , 
sari componendo EC : CG :: CF’ : CS* , Similmente sti CG : CI : : 
CN*: C/*. Quindi sari EC : CI : : (CF* ; CS*) (CN*:C/*) ; e scam- 
biando i conseguenti delle due ragioni componenti, stara pure 

EC: 

(a) Prop. u. Lib. III. Sez. Con. di Giann. 

(t) Prop. ij, Lib. II. Sez. Con. di Giano. 
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EC: CI :: (CF* : C/' ) (CN* : CS* ) . Ma si & supposto che 1 * eccen- 
tricità. sono come i pirametri, ossia comeCS’iCN*. Dunque la ra? 
gione di EC a C[ sarà composta dulia diretta de' quadrati de' para- 
metri , c dall’ inversa degli stessi parametri ; e perciò la ragione 
di EC a C[ corrisponderò a quella dc'scmplici parametri AR , e Qr; 
Laonde essendosi dimostrato, che stia AR : QP ;; KC :CH,- sarò an- 
cora EC : CI : : KC : CH , e per la 12. El. V. EK : HI : : KC : CH , 
o come IG;GH; e quindi il rettangolo KEG sarò uguale al ret- 
tangolo HIG , e con ciò BE’— Fi’, e BEzzFI, Adunque per le 
cose precedenti l'Iperbole ABR sarò la generatrice della Cilindroide 
proposta’. C. B. D. 

6 . Intanto a questi scientifici pareri farò nobil corona il 
congetturare qui da ultimo, come mai il Signor Parent si fosse 
indotto a rinvenir la Cilidroìde di superfìcie uguale Ja quella di 
una Sferoide schiacciata, ed a tesserne quella dimostrazione, ch'ei 
forse volle supprimerc a bella posta , o che un accidente poi la 
disperse. Ne' luoghi solidi del Viviani eccone la mia conget- 
tura, vengon recate due Iperboli, di cui una è il luogo delle 
normali di un'Ellisse allungata, e l’altra di un'Iperbole convessa: 
queste cose potevansi conoscere dal Parent; bastava dunque, che 
il Geometra Francese vi concepisse coincidenti coteste due Iperboli 
locali per conchiuderue l'uguaglianza delle superfìcie di que' due so- 
lidi . E colla face della Geometria, o dell'Analisi de’ finiti ei po- 
teva incontanente rilevare il rapporto degli assi coniugati delle ge- 
neratrici de' solidi proposti . 

§. 9 . 

(s) Il Signor Parent produsse quel suo Opuscolo nell'anno 1697 : ed i Luo- 
ghi Solidi del Viviani furono stampati la prima volta nell’anno 167;, e non gii 
nel 1701, come crede il Montarla. Lo che dalla stessa Epigrafe di detta Libro 
vien indicato . Elaòoratum anno 16^6 . ìmpreieum Fiorenti* ab Heppolito A 'riveli anno 
lijl . Addendi: aiilium , & in lucent pnlatum anno 1701. 



is8 

§. P. Finalmente l' indagine della Cilindroide Wallisiana condizio*' 
nata nel proposto modo parmi potersi eseguire per un de' tre me* 
tódi seguenti . Cioè per la coincidenza de' Luoghi delle normali delle 
generatrici di etto Solido , e della Sferoide tchiacciata , che vi t' iteri* 
ve : per l' uguaglianza delle corritpondenti normali nelle dette curve: 
e finalmente per lo Metodo Inverto delle Tangenti . Or il primo di 
questi tre Metodi, che parmi servile di sua natura, non può avere 
altro merito, che quello dell' eleganza deireseguimento. Il secondo 
Metodo è poi giudizioso : e '1 terzo dovrh aversi per assai inge* 
gnoso . 


OPU* 
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opuscolo nc 


Estratto dalT Arte Euristica di un nostro Geometra Ed ha 

per oggetto i Problemi de Inclinationibus universalizzati , 
che fi pastori dire delle Applicazioni 


MM 


P 

$. I. X I ìi classi di geometrici Problemi han tal natura» che noia 
può loro recarsi alcuna soluzione algebrica , o geometrica, se non 
vi a' innesti qualche ramo del Luogo Risoluto , qual si proponeva 
nelle Greche Scuole, o qual da noi si è di nuovi Principi fregia- 
to. Di questo genere son que' Problemi di Siro, e Posizione, che 
un nostro Geometra recò alla Reale Accademia di Napoli , son 
oramai cinque lustri. £ di tal natura son anche i Problemi di cer- 
te posizionali Inscrizioni nel I. Opuscolo esibiti ; quelli delle Ta- 
2Ìoni sferiche, che producemmo nell'anno scorso : e tante altre 
famiglie di Problemi , che più giù daremo in luce convenevolmen- 
te (a). Ed in tutte queste cose farà alta sorpresa il vedere, come 
assai Problemi, e di difKcil tempra in virtù di pochi semplicissinù 
Por ismi n'emergano risoluti all’ istante ^ 

$. a. 

(*) Un Gioviamo di nostra Scoda , il di cui nome tati indicato all' appa. 
tir de’ suoi lavori , ha impreso ad isciorte una nuova famiglia di Problemi geo* 
metrici , derivandone da un sol Porisroa le soluzioni loro . 
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$. a. Ma oltre a* Forbirti , anche i .Luoghi .alle .Linee , ed alle 
Superficie , di che intendiamo qu\ specialmente ragionare , ad ele- 
gantemente risolvere i Problemi valgon sovente (4). Ed anzi con tal 
mezzo una congerie di Problemi Solidi , -Ipersolidi , od anche Tran- 
scendenti , nulla perdendo di Jor natura, risolvonsi a guisa de' Pro- 
blemi Piani col solo condurvi rette , e descrivervi de' cerchi . E 
quindi se alcune parti del Luogo Risoluto sono equivalenti a* Me- 
lodi moderni, potendosi con questi, o con quelle sciorre i Proble- 
mi di Geometria con ugual successo; i Portimi Geometrici* e i 
divisati Luoghi ne son poi prevalenti . Da poiché co’ Metodi Alge- 
brici o affatto non rinviensi alcuna soluzione in ciascun di tali 
Problemi, o k si offre -involta in spaventevoli jed impraticabili ri- 
sultati (0» 

§• S. 

(4) Per bacai fortuna i dispreizatoti della Sintesi non haa mài conosciuto il 
Luogo Risoluto delle Greche Scuole. E unto h parlare ad essi di quest' Analisi 
Geometrica, delle sue parti, e delle loro destinazioni nell' rnveo. are , quanto sa- 
rebbe il raccontare ad un Elementista di Geometria -il Calcolo delle Variazioni, e 
l’utile applicazione , che di esso suol farsi alla Scienza della Natura. 

(c) A' 'Dati de* geometrici Problemi puh darsi una d, visione più adeguata* 
c più comoda di quello di Euc'ìde , con d rne che alcuni di essi tien di Rappor- 
to, aliti ili Su», td altri pai di Gratti a perniici , comprendendo nella puma di 
qozste classi i tre primi generi de' Dati Euclidei . Or ne* Problemi, che contengono 
solamente Dati di rapporto I' Analisi Algebrica h mirabilmente attiva . Pe* Dati 
diSilo ella > inoperosa, e dee prenderne come in prestanza dalla Geometria alcuni 
.principi per potervi riuscire . E finalmente i Dati Genetici son la materia de' 
più sublimi lavori degli Analisti nel doversi dalla genesi di cottste geometriche 
grandezze i valori di esse rilevare . In fatti qual cosa h più facile quinto il con- 
cepir la sezione di uà Solido, il moto di un ùtnimtnto , il movimento reptorio 

del- 
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j, 3 . Ma può , dir taluno , la Geometria Analitica a due ; o tre 
Coordinate , di cui tanto ne van fastosi certi moderni Analisti , non 
sari mai potente a proccurarne 1* eleganti , o 1’ effettive soluzioni 
a que' Problemi ? Questa Scienza , per quel che pare dovergli- 
si rispondere , non è che il Metodo Cartesiano depurato di Sinte- 
si , per mezzo del quale i Dati , ed i Quesiti di ciascun Geome- 
trico Problema riduconsi in valori analitici , rapportandoli con un* 
analisi simmetrica a due,o tre arbitrarie Direttrici , e dal maneggio 
di tali grandezze, cui f3n di guida le condizioni ivi proposte, ot- 
tiensi 1 ’ Kquazion finale del Problema . Or sebbene tutto ciò sia 
lodevole , ed utilmente talor s’ impieghi da* lodati Analisti ; pure 
non sappiamo intendere , come mai nel nostro caso rimossa la Sin- 
tesi , eh' è la luce de' Siti, si possa felicemente uscir d'intrigo ; 
Noi altrove farem parola del genuino valore dicotesta novella Geo- 
metria. Ed or ne basta con pruove di fatto la verith di nostre as- 
serzioni assodare. 

§. 4. E per poterne in ciò proceder con ordine di Scienza , cd 
assai chiaramente , noi abbiam pensato , senza mica restrignerne la 
vastitù del subietto , di limitarci a que' soli Problemi che concer- 
nono certe applicazioni di rette tra più linee date di posizione • 

1 7 qua? 

delle cerve, il trattorio, quello di evoluitone , di rotamemo , ee.roi non & 
poi malagevole il voler caratterizzare le curve nate in tal guiia.o il volerle qua- 
drare, o rettificare i Quindi parmi , che il Grande Apollonio fin dalla tomba di 
l’erga facciasi a rampognarci col dire . Poi , cht tatto orpepho pt veliti Metodi 
menate , lovvengavi , tb' io propesi In pentii dii tono Scolino , pii 1 s titoli , 
do quitto le cune coniti e tu rivai. Ma quo! menda di t un od a appretti fazioni ave- 
te mai [tedotto per quadrar la tupetficie di quel Solido , o per pelimi amiti torve 
t enfiare? Che aczi dovrà ccr, frisarsi , che gli attimi tentativi , eh.- or si facciano 
sulle ferri eie Integrali, sito quelli di poterle ridurre, se fia possibile, agli archi 
delle Ellissi , o delle Iperboli . • J. 


s. 


I3Q 

qualunque sien queste . Ed un tal argomento sari più ampio , e 
più utile di quello, che dicevasi de Inclitatiotibus da' .Geometri 
dell’ amichiti rimota. Nel risolver poi cotesti Problemi , che son 
germi fecondi di tanti altri , noi ci resteremo alle loro Analisi 
geometriche: dispensandoci dal recarne le composizioni , i diversi 
casi possibili, qualche caso impossibile , che talor vi si annida, 
e che suol esserne dinotato. Poiché un Geometra dimostratore po- 
trl di leggieri supplirvi tali cose, ed un Giovane avrl occasione 
di sospignersi da queste geometriche lacune co' suoi conati . 

P R O P. I. P R O B L. • 

5. Dato di posizione un angolo rettilinei , ed una qualunque cur- 
va algebrica , o trascendente , appUcare tra questa curvi , 
ed un lato di quell'angolo una retta data di gran- 
dezza , e parallela all altro lato . 

Tav. iy. Soluz, Sia EDG la curva data, ABC il dato angolo rettilineo, 
F, S- $• c tra BA , eh' è un suo lato , e la detta curva EDG debbisi adat- 
tare una retta uguale alla data M , e parallela all' altro lato UC del 
medesimo angolo . 

Dal vertice B del dato angolo , e sul detto lato BC si tron- 
chi la parte BN uguale alla data M,e da N poi si conduca la ND 
parallela all'altro lato BA di esso angolo. Se tal retta incontri la 
proposta curva , il Problema sari solubile . La incontri dunque in 
D , e si compia dalle BN , ed ND il parallelogrammo ABND . Dico 
esser la. retta AD quella , che si domanda . 

La veritl di quest' asserzione ben si comprende dal proposto ar- 
tifizio: ed ognuno potrl supplirvi, ebe vi possano esser più punti 
soddisfacenti al quesito: cioè che debba esser n il più gran numero 

di 
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di cotesti punti, se n sia il grado dell' Equazione della curva EDG, 
quando ella sia algebrica. 

$.6. Coro//. Se la retta da doversi applicare tra la curva EDG, 
e la retta AB debba esser data di grandezza , e debba poi passarne 
per lo dato punto P; i punti soddisfacenti al quesito saran marcati 
nella data curva EDG da una Concoide, che abbia per assintoto la 
data AB, per polo il punto P, e per intervallo la data retta M . 
E ciò vuol assolutamente praticarsi , quando la data curva EDG 
sia transcendente . 

§. 7. Scoi. J. E dovendosi adattare tra la curva EDG , e la 
:etta AB un'altra retta uguale ad M , ed in tal modo, che con- 
giunto un dato punto Q coll'estremo D dell'applicata che si ri- 
chiede, l'angolo ADQ sia dato, di qual ripiego ci serviremo? Nell* 
illustrazione di questi Problemi sarò proposta una curva Concoifot ■» 
me , che vi segnerà nella data EDG i punti soddisfacenti al que- 
sito , 

§, 8. Scoi. IT. Quando diremo esser data una qualunque curva 
senza porvi altro aggiunto , dovrà intendersi , che questa possa es- 
serne algtbrica di qualunque Ordine , o comunque transcendente : 
limitandoci ordinariamente alle transeendenze circolari , alle logarit- 
miche , ed alle esponenziali , che son le più conosciute dagli Ana*j 
listi . E taluno dovrà supplirvi con suo pensiero , eh’ ella sia an- 
che data di Spècie, e di Grandezza. 
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PROP, ir. P R O B L. 

§, p. Dato dì posizioni un angolo rutiline x , ei una guilungue cur~ 
la, applicare tra quest* linea, ed i Iati di putii' angolo una 
retta parallela ad un'altra data di sito , sicché ne 
resti d viso in una ragion data . 

Solar. Sia ABC il dato angolo rettilineo: EDG la curva data : 
ac la retta data di posizione, cui debbisi condurre una paralisi* , 
che vi resti divisa in una ragion data dalle tre linee B.i, BC 
ed EDG . 

La retta ac prodotta, sinché incontri i lati di quell'angolo , 
dividasi nel punto d in quella ragion data: e la retta Ed, che u- 
nisce i punti li, e J, si protragga insir.o alla data curva ELG . 
Quella rett3 dovrà segnare in questa curva , se il Problema non 
sia impossibile , i punti ad esso soddisfacenti . 

Imperocché conducendo per un di cotesti punti D la retta 
ADC parallela alla data ac, ben si comprende dover essere AD: DC 


. : ad : de . 


§. io. Coroll. J, Al presente Problema immantinente ridneesi 
quest' altro. /Applicare tra le proposte linee SA, BC , ed EDG una 
retta AC, la guai vi resti divisa in un* data ragione, ed ella in una 
data ragione ancor ne divida i lati dell'angolo dato ABC , e verso del 
dilui verf/ce . Imperocché la seconda di queste due condizioni ne 
dichiara dover essere la richiesta AC parallela ad una retta data di 
sito: onde un tal Problema rimettesi a quello della presente Propo- 
sizione . 


§. it. Coroll, II. E se la retta da .applicarsi fra quelle linee 
date debba troncar da’ lati dell’ angolo dato le due parti AM , CN 
in una data ragione, e verso de' punti M , ed N dati in essi lati, 
e le parti AD e DC di coiai retta vi debban essere in uni di- 
ta ragione j il punto D t come lo ha dimostrato il Sommo Newton, 

do- 
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«ìovrJi allogarsi in ani resta data di posizione. Dunque «Rincontri 
di questa retta colla data curva EDG saranno i punti soddisfa* 
centi al Problema . E per ciascuno di essi conversi condurre una 
retta , la qual vi resti divisa dalle altre due BA , BC nella ragion 
proposta . E ciò n' è di facile ottenimento . 

§. IX. Coro//. Ili, Vuol disporti infra le dette linee BA, CB, ej 
EDG la rette AC , che vi resti divisa in una dita ragione , e vi 
tronchi il triangolo ABC dato di grandezza . In tal caso la seconda 
di queste due (e) condizioni ne indica doversi il punto l) apparte- 
nere ad un’ Iperbole di una data potenza ed i- di cui assintoti 

esser deggian le due rette BA , BC . Dunque, se D sia un degl’in- 
contri di quest'iperbole colla data curva EDG, da un tal punto si 
dovili condurre la retta ADC , talché le sue parti AD , e DC sieno 
in una ragion data. Lo che facilmente può eseguirsi. 

§• 13. Coroll.il'. Propongasi di adattare fra queste tre linee BA, 
BC, ed EDG ur.a retta come AC paralleli alla data ac, talché il 
rettangolo ACD sia dato. In quest’altro caso sarà anche dato il ret- 
tangolo di DC in CB per esser dato di specie il triangolo ABC . 
Dunque condotta, per lo punto B la BQ. parallela alla ac , e de- 
scritta un’ Iperbole cogli assintoti BQ , BC , che abbia una potenza 
uguale al rettangolo di DC in CB , una tal curva dovrk segnare 
nella data EDG i punti soddisfacenti al Problema.. 

§. r 4. 

(a) Cottsta proprietà dell’Iperbole , che ferie non t a’ Giovani familiare' , 
pah facilmente dimostrarsi ne! seguente modo . Dai punto D si conduca la DO 
parallela alla BC, e congiungasi BD. EJ essendo il triangolo ABC all’ altro ABD, 
come AC ad AD, e 1 triangolo ABD al triangolo DOB.cooie AB a BO o come 
AC a DC, sarà per egualità ordinar*, il triangolo ABC al triangolo DOB , come. 
AC 3 ad AD in DC. Ma qui tupponesi data la leconda di queste due ragioni, ed h 
Mche dato l’ antecedente della prima. Dunque sarà dato il triangolo DOB, e quin- 
ci- il rettangolo di DO in OB per esservi dato l’angolo DOB . Dunque il pioto 
D apparitemi ad no' Iperbole , che ha per assiatoti le BN , e BA, e per potenza 
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§. 14, Coro lì. V. Finalmente dal dato punto P vuol condursi 
fra le dette linee BA , EC , ed EDG la retta PA , sicché le sue par- 
ti , che frameizan quelle linee , cioè le AI) , e DC , sieno in una 
ragion data. In tal caso, come lo ha dimostrato il Sommo Newton 
nella sua Aritmetica Universale , il punto I) appartiensi ad una da- 
ta Iperbole , Dunque le intersezioni di questa linea colla data 
EDG vi segneranno i punti soddisfacenti al quesito , dovendosi con* 
giungere ciascuno di essi con quel dato punto P con una retta . 

§. 15. Scoi, Ismaele Bulialdo, che fu il primo a rischiarare i 
Porismi Euclidei , quivi volle risolvere il seguente Problema di 
condurre un' ordinata in un sevicerchio , la qual vi Tettasse divisa 
in una data ragione dal diametro , dalla semicirconferenza , e da una 
corda condottavi per un estremo del diametro sud tto . Or chi non 
,vede esser questo Problema assai più ristretto di quello, che con- 
densi nella presente Proposizione . E si vedrfc poi con maraviglia , 
eh' ci lo disciolse per una via mcn semplice della nostra . Intan- 
to più conseguenze , o più Problemi si potrebbon trarre dall' an- 
zidetta Proposizione , li quali si ometteranno volentieri per poterne 

f 

un altro recare sopra un soggetto affine, che una più artificiosa ana-r 
lisi richiede . 


PROP.nt. 

t ;:adrato quanto it dato rettangolo di DO in OB . Finalmente ( per chiarire 
r altima parte di questo Corollario ) essendo data la ragione di ACad AD, sari 
anche data la set ugu ile di CB a DO . Ma h data la DO : dunque tari data ]a 
CB , dal cui «stresso C dovi) condursi al ponto D la CD, che tati la retta ad- 
dutfiodita • v 
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§. 15. Dato di posizione un angolo rettilineo, ed u na qualunque curva 
condurre da un punto di questa due rette date su i lati 
di queir angolo , talchi esse vi facciano angoli dati 
colla detti curva, o co' lati di quell angolo . 

Soluz. Part. 1. Sia ABC 1' angolo dato , EDG la curva data di _ v /f , 
posizione con esso: e suppongami esser UÀ , DC le rette richieste , F '&- 7* 
che nel primo caso oltre ad esser date di grandezza , vi debban 
benanche formare i due angoli dati CHE , cd ADG colla curva in 
D, o colla sua tangente QDH condottale per D. Per ciò ottenere si 
unisca la retta ÀC: ed essendo dato l'angolo AUC complemento a due 
/retti degli angoli dati A!)Q, COH , sarà dato di specie , e di grandez- 
za il triangolo AUC. Dunque sarà data la sua base AC, e l'angolo 
CAL. E facendo al punto B deila CB l'angolo CBL uguale al det- f 
to CAL , sarà data di posizione la BL . Ed oltre a ciò unito il 
punto C coll’altro L, ove tal retta ne incontri la DA, pe' quat- 
tro punti C,A,B,L potrà passarne un cerchio , essendo uguali gli 
angoli CAL, CBL: e sari dato l’angolo ACL , come complemento a 
due retti dell’angolo dato ABL. Dunque sarà dato di Specie,, e di ' 
Grandezza il triangolo ACL , che ha per base la data AC , e dove 
son puranche dati gli angoli ACL, e CAL ad essa adjacenti : onde 1 

vi dovrà esser dato il lato AL , e la rimanente LD . Or essendo 
data la retta AL sottesa del dato angolo ABL, il luogo del punto D 
dee esser un'Ellisse data di sito, e di grandezza. Dunque l’inter- 
sezione di questa curva coll' altra EDG, che n' è data, dovrà se- 
gnarvi i punti soddisfacenti al Prob ema . 

Part. II. Suppongasi esser dati gli angoli DCB,DAB, che for- 
man le date incidenti DC , DA co' lati del dato angolo ABC . E 

poi- 
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poiché nel triangolo ABO son dati per supposizione i due angoli 
DAB , ABO , ne sari dato il terzo , cioè 1 ’ angolo AOB , o il suo 
uguale COD. Ma è anche dato l'angolo DCO. Dunque vi sarà da-, 
to il terzo CDA . E la presente indagine si ridurrà a quella del 
caso precedente . 

§. 17. CoroU. I. Di qui comprendesi chiaramente , come un 
triangolo dato di specie, e di grandezza potrebbesi adattare fri due 
rette, ed una qualunque curva data di posizione , sicché gli angoli 
di quella figura cadano su queste linea respetti va mente . Ed un tal 
Problema è assai pili generale di quell' altro, che il Sommo New- 
ton disciolse ne’ Princip. Miteni. Filos. Nat. Lemm. 16. 

§. 1@. CoroU. II. Inoltre da' Principj euristici , che impieganti 
nel presente Problema , si potrà risolvere un altro Problema New- 
toniano più generalizzato (j) . Cioè date di posizione due rette, 
ed una qualunque curva applicare fra queste tre linee una retta , 
sicché le sue parti intcrcette sicn date di grandezza . E la mede- 
sima Analisi basterebbe a risolverne il Pori un a III. de 9 Probi, di 
$‘t° (Oz 


PROP. IV 

(») P10W. ia. Aris». Univer». 

(b) Vedi Voi. I. Acc. Nap. 
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§. 19. Se diati di posizione T a rigo io NLM , e V punto C , da -cui 
conduciti una qualunque -segante CP a' lati di detto angolo , t da' 
■punti P , ed R delle sezioni si tirino le rette PA , ed RB 4’ 
dati punti A, e‘B posti a diritto col punto C f io di- 
co, che le due inflesse AP , BR convergali 'tempre 
ùn una -retta data ‘di posizione . 

-Il punto C per brevità di dire si chiamerà Polo dì quel? angolo -ng 
la retta ìAB idi lui direttrice , 


Dimostrai. Dal punto B conducasi la BD parallela all* inflessa 
AP: e poi dal punto Q, ove unisconsi amendue le inflesse , si me- 
ni la EQF -parallela alla direttrice 'AB incontrandone in E , ed F. 
i lati del dato angolose questi in H , x G ne seghino la detta dir 
rettrice .'Sarà , pe’ triangoli simili CBD/CAP, CB:CA: :BD; AP. 

' Ciò posto la -ragione di BD ad AP componesi da "quelle di BD 
-n PQ, e di PQ ^d "AP, come l'è -noto. E la prima di queste com- 
ponenti l’è quanto quella di BR ad RQ pe’ triangoli simili BRD , 
FRQ ,-o'quanto la dilei -uguale di BG a QF per la similitudine degli 
altri due triangoli 'RBG , RQF .'Dunque sarà BD : PQ : :'BG: QF . 
Inoltre rà seconda di dette componenti , cioè la ragione di PQ ad AP, 
l'è pure uguale a quest’altra di QE ad AH a cagion 'de' triangoli 
simili PHA , ’PEQ. Dunque sarò per lo §. r la ragione di CB a 
CA composta ‘dalle due di BG a‘QF, e di QE ad AH, cioè scam- 
biando i conseguenti di queste due altre componenti , sarà CB ; CAi: 
( BG : AH X QE: QF ). 

Il perchè xssendo data la ragione di CB a 'CA , e l’ altra di BG 
ad AH, per k esscrne dati i loro termini, ne dovrà esser benanche data 

iB r «1- 


Tav. V. 
F’g. 1 . 
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l’altra ragion compónente, cioè* quetk di- QÉ a QF: e ’1 ponto, 
Q dovrassi allogare in una rem data di posizione , che dee pas- 
sare per lo vertice L dell'angolo dato, 

$. 20. Corali. Discostandosi all' infinito il P lo C da ciascun 
de' due punti dati A, e B, nel qual caso l' intercetta PR divien. 
parallela alla direttrice AB , diverrà <f uguaglianza la ragione di 
CB a CA ; e dovrà quindi risultarne QE : QF:: AH: BG . Onde 
In una pib faci! maniera potrà rinvenirsi in questo caso la locale 
LQ del concorso delle inflesse, 

RR O P. V. PROBI» 

§•21. Orti <fì posizione un angolo, due punii , ei una qualunque cutvm r 
infletter da que' due, punti a questa curva due, rette , sicché 
la retta , che unisce i concorsi d'ile due inflesse co' lati 
dell' angolo dato , sìa parallela alla Direttrice , o 
con essa converga ad un punto dato . 

Salus. T punti dati sieno A-, e B , NLM sia l’ angolo dato-, 
3 hQS quella qualunque curva, e vogliansi infletter le due AQ, BQ 
ad essa ,* talché la PR., eh' è tra le sezioni delle inflesse co' lati di 
queir angolo, sìa parallela alla direttrice AB, o- convenga con essa, 
nel dato punto C. Per ciò ottenere sia la. rertq LQ (19} la. locale 
de’concorsi di coleste inflesse: ed ara tal retta ne. incontri, la data, 
curva TQS in uno, o.. piu. punti ( altri menti, satebhf impossibile 
un tal Problema ). lo dico, che ciascun di questi puati debba, etr 
ser soddisfacente al Quesito. E ciò dal Teorema precedente bea^ 

ai conosce. 

' * . . 

2*. Scol. Taluno potili escogitare va*j sistemi d* inflessioni ; 
rette, e poi specularne colla luce della Geometria , o dell’ A- 


/ 
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Bilisi i Luoghi T delle Unióni di coleste inflesse ; E queste cose 
potranno essere i materiali di leggiadrissimi Problemi , quanto age- 
voli , e grati a’ Geometri , altrettanto tormentosi agli Analisti . 
Tra gli intichi Pappo Alessandrino , c tra’ moderni Roberto Sitn-, 
pson nel rilevare alcuni- Poriimi di Euclide ne han segnate le trac- 
ce. Noi nella II. Parte ne daremo certi analitici avviaménti. An- 
che alcuni 'de' nostri Giovanetti vi han 'sensatamente travagliato (<•> 
Ed ora conviene addurne u* analqgo Problema per vie più fhìló 
'ìilrc un "tal Soggètto. 


't ‘ì>rop. Vr. 

(i) bue giovinetti di nostra Scuola venalissimi ne’ Metodi Analitici» e Geo- Tav. V. 
Sottrici , han travagliato su questo argomento con accuratezza . Uao di questi F't- *• 
'ci ha dato una breve dimostrazione del s. caso del presente Problema » 
cioè quando la PR, cb> fra le sezioni delle inSesse co' lati del dato angolo , deb- 
ba esser parallela alla direttrice AB. Cioè» Si unisca l'ignoto ponto Q col vertice 
L del dato angolo MNL, e tal retta si distenda rasino alla direttrice . Saran 
„ le due ragioni di MG ad N3, e di AG a BG uguali fra loro, come oguali 
„ alla medesima ragione di PH ad RH . Onde per 1’ egualità di quelle due ra- 
» gioni sari il rettangolo M i B uguale all' altro AGN . Dunque descrivendo due 
semicerchi sulle MB , cd AN, e da una stessa parte, ed abbassata sulla MN 
la petpendréolare dal ponto, ov’etsi si seghino , questa dovii segnarne Tigno- 
y, ’to punto G . 
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PROP t VI. PROBI* 

§, 33. Dato di posizione un punto , una Sezione Conica , tl un' altra 
qualunque curva , condurre dt quel pu tto nella prima di queste 
curve due seganti , ricchi le congiungenti d’Ue loro sezioni 
convergano in un putto d’ir a' tra curvai ed oltre a ciò 
ne sia dato un angolo deir emergente quairilineo 

T«v. V. S luz. Il dato punto sia A , CFED la: proposta sezione conica , 
3 e BT 1 * altra curva data. . Dal punto A conducansi le due tangenti 
alla sezione conica CFED, e sia LB la retta fra contatti, la quale 
ne seghi in B la curva BT. Sulla retta AB si formi un segmento 
di cerchio, capiente l'angolo dato , o il suo conseguente, secondochè 
il detto angolo debba uguagliare 1’ angolo D , che rivolge 1* apertura 
alla retta AB,( e lo stesso dicasi del suo opposto CFE nel Quadri* 
lineo CFED ) o vi debba uguagliar* qualunque degli altri due ri- 
manenti . E supposto » che cotesto. segmento incontri in D la data 
sezione conica, vi si conducan le rette AD, BD , si unisca l'al- 
tra AE , ed in fin si congiunga la CF . Questa retta dovrh conve- 
nire colle due DB , LB nel medesimo punto B , come costa da* 
conici . E ne resterà in tal guisa risoluto il Problema . 


PROP. VII. 
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S» 34. Date di posizione due qualunque- curve , applicare tra* perimetri 
di esse una retta uguale ad una re tta data di grandezza , 
e parallela ad. un' altra, data di posizione • - 

Soluz. Ttti le curve date di sito- ANB , QSD' vuol applicarsi 
una retta quanto la data R , c parallela all* altra CD data di posi* 
zione . Per ciò ottenere la retta AC dinoti T asse della curva 
ANB, e condotta da- un qualunque A di tal retta la Aa* parallela 
alla CD, ed uguale alla- data R, si meni per a la retta ac parallela 
al detto asse.. E poi d* intorno ad ac intendasi descritta la curva 
ani identica alla data ANB , e similmente posta , sicché le ordinate 
NM , ed um,. che in esse corrispondono- alle uguali ascisse AM, 
«n , non solamente sieno- uguali , . ma vi sieno benanche per dirit- 
to-^) . Inoltre, da un- punto n , ove-segansi- le curve- QSD, ani, 

( lo che dee assolutamente verificarsi , se tal problemi sia possi* 
bile ), si conduca, la nN parallela alla CD ; . dico esser questa la 
retta addimandata .. 

Dim. Imperocché essendo uguali , come ora si è detto, le due 
't>m , ed NM , aggiuntavi la mN di comune, . sarà l'intercetta nN 
uguale alla mM, cioè ad a A , o alla data R .. Ma è anche la me- 
de* 

(b) Qui potremo immaginarci , che la curva ANB. si porti nel sito ani eoa 
moto a se parallelo , talché il punto- A cammini per Aa ccnduccndovi la AC colla 
medesima, inclinazione ad Aa , Questo Principio che dall'inventore fu chiamato 
di Tiantpotrziane rettilinea, 0 angolare , e che fu da-lui proposto nell’ anno 1787 
all Accademia di Napoli , ì stato benanche neT arte Euristica annunziato . E 
molte di queste geometriche ricerche han ricevuto da no tal Principio energia . 
Vtd. Voi. lAcc. Nap. pag. idy. 


Tav. V. 
F'S- 4 * 
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desimi nN parallela alla Cd dati di posiziona: dunque si è toddis* 
fatto alle condizioni del problema. 


Tav 
*i J 


P R O P. VIH» P R O B LI. 

§. 55 . Dito di posizione un punto, una retu, ei uni qualunque cure/, 
applicare per quel punto tri -queste linee uni tetti-, sécchi le 
sue porti , che restino tra, il detto punto , e ciascuni delle 
■linee date, sieno in uni dita ragione, o vi compren- 
dano un rettangolo dato . 

V. -Solite. Parf. 7. Il ponto N, la retti AC , e la curva qmluir- 
•tjoe DFE sien date di posizione, e vogliasi per N condurre trtt 
Je dette linee una retta, come la WMF, -sicché sieno -le NM, ed 
KF nella data ragione di m ad-«. 

-Dal punto N si abbassi la NB perpendicolare alla data AC, è 
protrattala verso la curva OFE, sinché stia BM :NG : : m : n-, « 
tiri per .G la CF parallela alla data AC: e poi da ciascun puntò F», 
•ove tal parallela incontri la detta curva ( lo che -dee aver lùògò 
se il Problema sia possibile ), si tiri al dato punto N la TNJÀv ot» 
rk , pe’ triangoli simili NBM , NGF, MM : NF-: •: ?)N : NG : 

. m : n-, 

Fart. II. Si prolunghi la detta NB inaino al punto 0 > talché 
i! rettangolo BNQ uguagli il ' dato rcttagolo, che ’tjui 'dihotìbrtiO 
per aa . E poi sulla NQ , come diametro, si descriva il cerchiò 
C»FN, che dovrà in qualche punto F incontrar la data curva I>F£, 
se sia risolvibile un tal Problema. F. finalmente da F conducasi per 
N la retta FNM , ed insi no alla data retta AC> Sarà il rettangolo 
)FNM uguale ad ai . 

Imperocché congiunta la QF , dovranno èssert equiangoli, e 

cuiin- 


Digitized by Google 


"•43 

quindi simili i due tria;,gon QHN , isti, ri . Onde dovendo esserne 
QN : NF. : : NM : NB , sari il rettangolo FNM uguale a QNIL, 
cioè. ad. . 


P ; ROP. IX. P R-O B L». 

$» 0.6. Saia dì posizione un punto , un cerchio , ed una qualunque - 
curva, t'tare di quel punto uni segante su queste linee, ticchi A 
coleste incidenti situo , in u fi a • data ragione , o contengano 
un rettangolo dato 

Solus. Pari. Ir P sia il' punto dato, BQF il dato cerchio, ed Tev Pi 
fi'RC quella qualunque curva; e da P vuol, condursuun*. . segante; r,g ’ 6 ‘ 
PQ , talché, le incidenti PQ , PR sieno come m ai n. 

Si unisca il.ceqtro C del dato cerchio col punto P: e divisa 
la; PC in S , sicché stia. PC : M ; ; m : n , si prenda la d quarta 
proporzionale in ordine alle in , n , ed al raggio di esso cerchio: 
e poi col centro S intervallo d si descriva un cerchio, che dovrh 
intersecare la- data curva ARQ ne’ punti soddisfacenti al Problema, 
s»ei sia solubile (r) . 

Dim. Sia R un di cotesti punti , ed unita la SR , « meni da Cv 
la-.CQ parallela »JU SR,e si congiunga H PQ.. Questa, retta dovrk- 

pas- 
te) St.il dato ponto P sia T ituerseaione dalia data curva ARClcol cerchio BPQ. 
potjì recarsi quest’ altra soluaion al Problema. Conducasi per P una qualun.. T "‘ K 
”3 U * c0ldi p G in dt *'° cerchi? , e prodottala io H, ricchi stia PG:PH: ;m : , * ^ 

„ si descriva sulla PH il segmento circolare PRH simile all’altro PQG , che ioJ V 

„ terstcherà in un qualche pomo R la curva ARG . Si unisca la RP, e si prò. 

„ lunghi inlino al cerchio; sarà quest» la retta cercata. Imperocché , condotte le 
„ due rette RH.e QG ben .si. vede esserne. equiangoli , e quindi «insili i due. 

« H', ;°6°h PQG , PRH . Dub qoe sari PQ ; tR ; PG ; PH : : m : a, 
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passare per R. Conciossiache se la PQ incontrasse la SR i a 0n ,j. 
tro punto r, sarebbe per la 4. EL *VL CP : PS : ; CQ : Sr : ed es- 
sendo per costruzione CP : PS : ; CQ : SR , sarebbe Sr uguéie ad SR. 
eh’ è un assurdo. Dunque la PQ dovrk passare per 'lo punto .R , 
• stark PQ : PR : ; PC : PS : : : . 

Part, //. Se il rettangolo RPQ debba esser dato , ei dovrk ner- 
bare una data ragione al rettangolo BPQ, xh’è dato per la natura 
del cerchio . Dunque esprimasi per r: t cotesta ragion data : -sarà 

r: t : : TR .PQ : PB . PQ ; ; PR ^ PB . »E '1 presente caso ridurrassi 
al precedente. 

np R O P. x. P R O B L, 

‘ 5 * *7* fiati posizione wn putto , un cerchio , -ed uni -qualunque 
curva , condurre da quel punto due incidenti tu queste curve, 
talchi ette comprendano un angolo 'dato , t timo “dir et* 
temente, o reciprocamente proporzionali « due 
• rette date. 


Tmv. V. Soluz. Purt. I. Dal dato punto P si voglian condurre sul cir« 

Fig. 6. 

ceòlo bqf 1 .e sulla curva qualunque ARG le due incidenti Pq , 
:PR , che comprendano un angolo uguale al dato V, e sieno nella 
ragion data jdi m ad n . ^Suppongansi esser Yg , PR le rette addi- 
unandate: «d ecco l'Analisi geometrica del Problema . 

*Si unisca il centro c del dato cerchio eoi punto P , e poi si 


•faccia l'angolo cPC uguale al dato V , CP uguale a cP , e col cen- 
tro ,C intervallo cq si descriva il cerchio BQF , che sark dato di 
posizione rispetto al punto P, ed alla curva ARG. Sicché tirando 
dal punto P nel cerchio BQF 1 * incidente PQ uguale all’altra Pq , 
.quella dovrk restarne adattata sulla PR . 'Imperocché -congiunta la 

CQ 
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C Q i due triangoli CPQ , cVj per la 8. El. t. avranno uguali gli 
angoli CPQ , cVq ; onde aggiungendo ad essi di comune Tangolo QPc, 
dovrà risultarne l'angolo CPc uguale all’altro QPy. Ma il primo 
di questi due angoli è uguale al dato V, cui si è supposto uguale 
l’angolo RPy . Dunque sarà l’angolo QP/ uguale all'angolo RP? ; la 
PR sarà coincidente colla PQ : e la presente indagine si ridurrà a 
quella del I. Caso del Problema precedente . 

Lo stesso intendasi per la li. Parte di un tal Problema. 

§. 16. Scol. Questo Problema, eh' è un de' più facili tra quanti 
ne abbiam qui raccolti, e che anche da' Luoghi Piani di Apollonio 
poteva ricever pronto risolvimento , è assai celebre fra noi , per 
aver convalidata la prevalenza de' nostri Metodi a quelli della Geo- 
metria Analitica a due Coordinate . Da poiché un Professore dell* 
Alta Italia, ed allievo, com’ei cel diceva, de’ sommi Analisti d’Ol- 
tramonti (/), si occupò con_infelicissimo successo, son’ oramai quattro 

19 anni, 1 


(/) Cotesto Professore straniero essendo capitato in Napoli si léce a morder 
gratuitamente i Matematici della Capitale , e ’l sreco geometrizzare ; e si fiera- 
mente tempestò ita noi, che scosse finanche D. Giuseppe Scorza giovane modesto, 
e saggio, perchè l'orgoglio di lui reprimesse. Or questo giovane avendo dotta- 
mente con quel Geometra favellato sul valore de’ Metodi recenti , e sul loro uso 
convenevole , gli propose per pruova definitiva de’ suoi detti la prima parte di 
questo Problema, eh’ è un de’più facili di nostra, Raccolta. Ma il credereste mai! 
Il Geometra straniero si ritenne al solo caso, che la seconda delle curve date fosse 
algebrica ; e dopo alcuni giorni presentò al suo avversario le primizie dell’anali- 
tica soluzion del Problema guidata colla Geometria analitica a due Coordinate : 
confessando sinceramente, che ne abbisognava un grosso volume per distenderla; 
e che non avea alcun mezzo a riuscirne , se la seconda curva fosse trascendente . 
Intanto la soluzione direttagli da D. Giuseppe Scorza fii eseguita in emendile i 
casi con pochi versi di Sintesi, e pet le nostre vie. E noi vi aggiungiamo « che 
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anni , a risolverlo con quella Scienza . Ma lasciando cotesta narra* 
aione , che altrove sarà distesa fedelmente , noi avvertiamo i Leg- 
gitori , che per le seguenti ragioni abbiamo ricusato pii usar que' 
Luoghi in queste risoluzioni . Prima perchè la nostra Analisi Geo- 
metrica ci è sembrata averne un cammino assai breve . Dipoi per- 
chè l’è nostro disegno di recar delle algebriehe Equazioni, affin 
di dimostrare in pochi giri di Analisi cotesti Luoghi di Apollonio; 
ed altri più rilevanti . E finalmente col nostro Principio di Trasfe- 
rimento noi sogliamo scortar molto le dimostrazioni geometriche de' 
detti Luoghi , Onde il rapportarli sarebbe stato un superfluo lavoro. 

PROP. XL TEOR. 

27. Se da un punto P preso fuori la curva RAN , qualunque ella 
tinsi , vi si conduca un’ incidente PN , la quale si divida 
in n in una ragion data J cotesto punto n dovrà allo- 
garsi nell'altra curva ran simile alla proposta RAN. 

E se le due PN , e Pn debian esser reciproche a due rette date J 
il punto n della divisione delC incidente PO si dovrl 
ritrovare in una curva dissimile alla proposta RAN. 

Dimostraz. Pari . I. Dal punto P si conduca la PC , come ne 
piace, che però sia una comoda direttrice della proposta curva 
RAN • Onde chiamando v , e z le due qualunque Coordinate orto- 
gonali PM ed MN di essa , 1 ' Equazione di tal curva , s’ ella sia 
algebrica , potrà generalmente esprimersi per 

a+6n 

la soluzione voluminosa del Geometra straniero poteva ridarsi ad un decimo di 
un verso, come si vedrà nelle dilucidazioni, cioè alla costruzione dell’Equ X=Y 
ove le X, e V sien funzioni algebriche dell’ignota a. 
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a +^+£ , a-f-A'2 4-« 7V +/« ; ; . . + A 

fA abbassando dal corrispondente punto rt la nm perpendioolare al- 
la PC , si ponga Pmzzx , cd mn=y , e poi si dinoti per h : I la co- 
stante ragione di PN vPn , o la sua uguale di PM : P/p , E poiché, 
sta MN : mn : : PN : Po : ; PM : Vm , sari A : i : : z : y , ed A : i : : r; 

\ * y - . 

x. Vale a dire dovrà esserne z=fiy, ed v=A.r . Sicché sostituen- 
do nell’ Equazione A cotesti valori delle s , cd v,e fattevi le debite 
riduzioni con porvi benanche «:A=s«,ella si cangerà in quest'altea 
a -(-Air \-cy+dhxy-\-ehxx-pfhyy .... =o , È 

Che ben si comprende esser simile ad A , non che del medesimo 
di lei gtado. 

E se mai la data curva RAN sia transcendentc , « la sua E- 
quazione per le Coordinate ortogonali PM , ed MN esprimasi per 
/(v,r)=rof quella della curva nar dovrà dinotarsi per fchx,hy)—& , 
E tanto in quel caso, che in questo s’ intenderà esser simili lè due 
curve RAN, cd ran . • 1 • 


Pari. II. Che se il rettangolo di PN in Pn débbi esser dato , 
che dinoteremo per KK , colle proposte variabili ci potrern guidare 
nel seguente modo a rinvenir l'Equazione della curva mr Cioè 
a dire essendo Pn^z^(xx+yy ) , « quindi PNrrKKV(«-*'f'yy) ; sarà 
la ragione di Pn a PN uguale a quella di jrjr-f-yy a KK . Ma pe’ 
triangoli simili PMN , Pm« sta PM:P«: : PN:Pn , ed MN: mn : : PN:Pn. 
Dunque sarà v:rr: : KK{*jr-j-j^y , e z:y : : KK:xx-i-yy : cioè a dire sa- 
rà v^rKKa-.’^xr-f yy) , e z^zKKy.^xx-^yy") . Dunque, sost ituendo nell. 


Equazione A questi valori delle v , e z, nc verrà li seguente E- 
quazione 


, rK : y . JK*xy 

•r+ — -f- — — — -f- ■- 

**+yy **+yy (. xx+yy)* 


b'K*yn 

(xx-t xxy < 


c 


la quale si riduce a quest' altra 

<xx+yy)< + KK(é_r-f xyXxx+ yy y>~t + Z/K”y'= o D 

Ove 
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Ove ben ti comprende etter {'Equazione F> di doppio grado dell' 
altra A, e poterti da quella inversamente rilevar quest' altra, cdn 
sostituire in O la grandezza v in luogo di KKr; (rr+yy) , e l'al- 
tra t invece di KKy:(wr+yy). E, se la curva NAR sia trascen- 
dente , e la sua Equazione si dinoti per /V,a)=a> ; quella della cui* 
va nar ne sarà anche trascendente , e verri distraile alla prece- 
dente con sostituirvi i recati valori delle v , e * . 

$. a 9 . Coro II. I. La curva iter , che derivasi dalla proposta li- 
nea NAR col prenderne in ciascuna incidente PN la parte Po di- 
rettamente , o reciprocamente proporzionale' all' anzidetta incidente, 
pub dirsi la derivata delia linea NAR per diretta , a ptr reciproca 
divisione . Ed una tal derivata sari algebrica , se tal ne sia la pro- 
posta linea NAR (4). Quindi è, che dinotando per m il grado del- 
la derivata , dovrà esser , come l*è noto dalla Geometria Sublime, 
~(mm+ 301) il numero de* punti, pe’ quali dee passare tal derivata 
per averne una determinata posizione (S). E ne sarà data la sua 
posizione e la natura , se diasi cotesto numero de* punti , e la sus 
caratteristica Equazione . 

§. 3f« Corali, li. Una til derivata pub concepirsi esistente nel 
dko natio nar , o nell'altro n'a'r\ ch'ella abbiasi acquistato col 
girarne angolarmente intorno al punto P , finché la PC abbiavi de . 
scritto un dato angolo ? . E tanto in quel sito , che in quest' al- 
leo , la potrem concepire generata per assegnazion di punti . 

f* jo. 

(a) Come rilevali dalle addotte Equazioni . 

(b) Il biaomio ben ti compreode , che aia. oa numero intero , 

1 ' 

quando m aia pati . Ma essendone imperi , ecco la dimostratone . La (orma gè. 
aerale di un maniero impari è tK+i ■ Djnqse quel binomio con porvisì iKf-i ptr 
m divia.it (iK f-4' =.iK f-i),K f-a) • E quest’ oleima espressioae t chiara* 

mente uà autoero utero . 
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$. 30, CorolK III . Se una «al derivata aia algebrica, o eh* dia 
a* esista nel aito natio nar , o nell'altro n'u'r’ di transferi mento , 
pub talora con moto organico descriverti comodamente - E sari 
bene su tal proposito osservare tutto quel , che saggiamente' sulla 
descrizione organica delle curve (c) vien rapportato da’ sommi Geo- 
metri il Cavalier Newton , Colin Mac-Laurin , e Braikenridge . 

3t. Corolla IV. E se la derivata per division dirotta , o eh' 
ella sia algebrica, o trascendente, vogliasi descrivere organicamen- 
te , basterà a tal oggetto il solo Pantografo adoperarne . 

§. 30, Caroli. V. La derivata di una curva algebrica per la 
divisione diretta delle incidenti i il pio semplice caso del trasmu- 
tamento di una curva in un’ altra dello stesso genere di essa . Su 
la qual cosa è ben rilegger le ricerche fatte dal soanno Newton 
bc' Principi Matematici della Filosofia Naturale. 

§. 33. Scoi. La Teoria de’ Luoghi Piani di Apollonio resta 
compiutamente dimostrata, sol che ai proponga l'Equazione A per 
la retta , e per lo Cerchio , e vi si usino le addotte tranformazioni. 
Ed anzi dall’Equaiioni A, B, C, D pub intendersi la Teoria, che 
a* Luoghi Solidi, ed I per sol idi debbane per tali incidenti convenire. 

PROP. xir. 

(c) Il Sommo Newton nel proporr* l’ organica descrizione delle corvè alge- 
briche ii valse ingegnosameote del moro di due angoli dati intorno a’ loro verri- 
li. Croi a dire se due angoli girino intorno a’ vertici loro , ( rimanendone in- 
variata la quantità di ciascheduno ), e l’ intersezione di an lato di no angolo co» 
■o laro dtlfaltro facciasi percorrere una retta dara di posiziona , che non passi 
per alcuno da* vertici da' datti angoli ; T intersezione degli aliti due lari vi se- 
gnerà una Sezione cooiea . Se quella si trasporli per ona curva conica , quest' al- 
tra dovrà segnarne ona Linea di {. Ordine . E cosi più olire , ove convito sup- 
plirvi alcune limitazioni . Intanto il Sig, Mac-Laurin aggiunse le dimostrazioni a 
questi Teoremi, e poi rese più agevoli coteete ricerche. E 'I Sig Braikeuridge- 
le ampliò mirabilmente coU* introdurvi ire poli, interno a' quali si aggiran tra 
Ulte ; e dalle linee , ia che si muovoo due di que.te tre intersezioni , ai bc ri- 
levò la linea descritta dalla ritnsneate , 



-’fSO 


prò p;: xir. p R o r l. 


34> Ulti di posizione due qualunque curve , ed un punto fuor.i di 
i esse , condurre di -questo su quelle due incidenti, che eompren - 
dati fra loro un angolo doto , -e sien direte. intente , o reci- 
. procimente proporzionali a -due rette date . 

Soluz. Part. J. Sieno NAR , e QFS le due curve date , fuori 
delle quali- sia il dato punto P, dal quale debbansi ad esse condurre 
due incidenti , che -comprendano ttn angolo dato ip , cd abbiano una 
ragion data . La curva nar sia la derivata dalla proposta NAR per 
division diretta , ed ella si concepisca trasferita nel sito avventi- 
zio n’a’r’, sicché l'angolo CPC sia uguale al duo * : e'I pun- 
to / f sia un degl'incontri della curva dar' còlla data QB5, se il 
Problema sia possibile. Si unisca la retta PV, e si fornii nel’ pun- 
to P della d P 1’ angolo *'fVi tignale- al dato q ; dico esser le due 
rette Po’ , -e PN , quelle, che si richieggono. 1 * 

Dìmos. La retta n'P è uguale (<) all'incidente P-i nella deri- 
vata nar. Ma l' i poi PN -a P n nella ragion data-: dunque in tal 
ragione dovirà stare la PN alla P d , le quali comprendendo benan- 
che un angolo uguale al datò ${ saranno le richieste. 1 

Part. J I. Lo stesso artilizio s’ impieghi a risolvere il proposto 
Problema , quando le richieste incidenti , oltre al comprendere un 
angolo dato, drbban contenere un rettangolo dato . Ed una sirni- 
jd'ante dimostrazione dovrà can-vincerne. della verità della coitru- 
zinne . » . , • . j i . -i ■ 

35. Coroll. Un simile artificio potrà adoperarsi , se mai si 
proponga di condurre le incidenti PN , Pd , che contengano un 
angolo dato, cd una di esse sia una certa funzione dell'altra. 

l’R.t -P. XI IL 

(:•) I.fggisi la p:ec. Prop ed i Comi!. J. c li. 4 |, 
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P R O P.' XTlf. 'P ROB tV 

f * * ; . - k ■ 

§, 3^. Da un dato punto fuori dì una curva T ramerai ente condurle 
uni Tangente . (a) 

•••*• ■ v . ■ - j ■ i 

Jo/uz. Sia EFG la data curva , ed R quel punto dato , di do- T*-j 
. ' F 

ve intendasi condotta la Tangente RK ad essa curva, e perlo con- 
tatto E l'ordinata EB al di lei asse PB . Inoltre si tirino dal pun- 
to R le due rette RS , ed RQ respottivamehte parallele alle BE 
e BP:e supposto esserne il punto P il principio delle ascisse di tal 
curva ponzanti PB=* , BE=y , SR=a , PS=£ , e quindi QE=y — a , 
RQ=PB fPS=jr \b , ove il segno pili dee militare per quelle curve, 
che volgono all’ asse le concavitk loro , e *1 meno per quelle altre , ‘ 
che la convessa lor parte gli rivolgono . E finalmente sia la Sot- 
tangente TB=X. E poiché il triangolo RQE è simile all'altro T8 E, 
sark RQ:QE: : TBiliE, cioè ne' loro simboli dovrk esserne xH:y—'a 
; ; X:y , onde sark 

— (y — a)— r-fi ....... F 

y ■ 

Ciò posto, se 1 » X sia nna funzione algebrica della variabile r > i 
se pur sia algebrico il rapporto della X alla y, l’Equazione F sa- 
rk benanche algebrica: e la locale, che avrk cotesta Equazione, 
dovrk combinarsi colla data curva, afRn di rinvenirvi l’ignoto pùn- 
to punto E. Ed una simigliarne combinazione dovrebbesi praticare, 
se ne fosse l'an2Ìdctta locale trascendente . 

§• 37. Esemp. L La dati curvi EFG supponga fi essere u.n Le- 
gisti- 

(a' Nella Geometria restrittiva si assume come premiato il poter eonuurre 
li o:a qualunque cerva ona tangente da un data punto .• olile vi li doveva-; 
qu) «egoare le tracce euristiche . 


. V. 
1.10. 
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fistiti everte per sv» Assi retato le BP , e per Sa? tur gente la gpen~ 
r Jg *" dette c torrente . In tal caso dorià porsi e per X nell'Equazione 
F , ed x — b nel aecondo membro di essa , E f Equazione della de- 
alata locale urk 

ey — ecr=iy — ly 

Or questa corea 1 * è Da' Iperbole tra gH Assi moti, come n'è chia- 
ro . Cioè a dire presa la SC ugnale alia Smungente TU , e con- 
dottavi per C la CH parallela alia SR , la detta Ipoibole dovrà 
avere per suoi Attintoti le SC , e CH , e per potenza il rettangolo 
di SR in TB . 


Tev. 

f't 


• §. 3 fi. Esemp, II. La curva data sia tea Cicloide vagare. thè 

alile per esse la FB , ed R sia fuel pento , da cui vegliasi condurle 
ene Tingente , Per rinvenir la divisata locale si chiami r la mah 
del detto asse , cioè il raggio CP del circolo generatore di tal cur- 
va . Sarà per la natura di questa Cicloide TB;BF. : :PB:BK, cioè 
\:y : : r.^^lrx — rr) . Sicché sostituendo nel I. membro dell’Equa- 
zione F la seconda di queste due ragioni in luogo della prima , e 
scrivendovi x+b nel li, avrassi , fatti gli opportuni riducimcnti, 
la seguente Equazione 

x?j —e) 1 =C ar— *X'+ 0* » 

che sari ad una curva di 3. Ordine da doversi colla data Cicloide 
combinare pel nostro intento. 

$. 39, Coroll. Se da un punto dato dentro di tal Cicloide le 
si volesse condurre una normale , basterà per esso tirare una tan- 
gente alla sua Evoluta, che 1 * è una. curva simile ad essa, ed ti- 


gnale . 


OPU- 
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OPUSCOLO X- 


Varie Dilucidazioni de' Problemi precedenti . 

$• 40- I Problemi delle Applicazioni sin qui recati non sòn mica , 
come altri può crederli , o sterili o inutili ricerche ; ma essi son 
come mezzi , onde non pochi difficilissimi Problemi , ed anche trascen- 
denti si sciolgono prontamente e con aggradevole geometrico nitore. 
Così se un ci proponga a rinvenire il lo-gmo Nep-eriano di un nu- 
mero dato, ed insiem ci offra una Logistica naturale ; il Problema 
si vedrò ridotto a condurre in questa curva un’ordinata uguale ad 
una retta, che quel numero n’esprime. E ciò per lo primo Pro- 
blema può agevolmente ottenersi . E s’ei ci domandi un numero, il 
quale zia al tuo log-mo naturale nella data ragione di 8 : i , converrò 
in quest' altro caso formar nell’ asse di tal curva , e nel principio 
delle sue ascisse un angolo, di cui la tangente trigonometrica sia 8; 
e cotesta retta segnerà nella detta Logistica il punto, che si ri- 
chiede. Ma quanti Problemi sulle trascendenti logaritmiche , esilile 
circolari (o) per mezzo di geometriche operazioni fatte nella Logisti- 
ca, e nella Cicloide non vi restan facilmente risoluti ? Intanto ba- 
sta l’aver coteste cose qui indicate in chiarimento della nostra as- 
sertiva , e della prima Proposizione dell’ Opuscolo precedente: e 
per poi illustrarne i Corollari, e la seconda Proposizione conviene 
intenderne i seguenti Problemi. 

ao DI- 

(„) • che anzi tutte le verità , che gli Analisti dimostrano sulle trascendenti 
logaritmiche, si posson rilevare nelle logistiche con oferazioni geometriche ivi 
praticate. 
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DILUCIDAZIONE 


Delie Teorie, che contengami ne' Prt-blemi 1. e li. 

$. 41. Le Curve Concoiformi, che furono semplicemente indicate 
nel §. settimo, qui deggion sottoporsi all'Analisi Algebrica, affin- 
chè ciascuna di esse coll'Equazione , che le conviene, possa esibirci 
la sua natura, e le proprietà, che le competono. E gioverà in tal 
congiuntura estendere siffatte ricerche a quelle linee Concoidali , 
le cui generatrici sien curve algebriche di qualunque grado . 


PROP. XIV. PROBL. 


§. 42 . L'angolo dato ADE muovasi nel piano ABE con lai legge > 

Trv.VÌ. che il dato punto K del lato DE vada continuamente strisciando 

F,g.\. 

sulla data retta EB, mentre T altro lato indefinito 1)A passi 
per lo lato punto A ; vuol sapersi la natura della curva, 
che il vertice di queir angolo descrive , 


Soluz. Dal punto A conducasi la retta AQ parallela alla data EB, 
e da' punti A , e D si abbassino le AB, e DQ perpendicolari al- 
le EB, ed AQ respettivamente . Ed oltre a ciò s'inclini dal pun- 
to A sulla BE la retta AT , che faccia l'angolo ATC uguale al da- 
to CDE. E poi pongansi AB—j, AT=i , DE— : , BTrr — <aaj=ze, 
AQ — x, e QD — y. Sarà, pe’ triangoli simili ADQ , e CDF , 
Ql) : DF : : AQ : CF , cioè ne’ loro simboli y : y — a : : x : CF , che 
sarà (a-y*— ax) : y . E sarà quindi BC — BF — FC — x — « (>r y*-~ajr) : 
yzzz ax:y , e finalmente dovrà esser la TC~ BC— -BT=r{aa--— ey~):y , 
Ma pe’ triangoli simili ATC, CDE sta AT : ED :: TC : CD, cioè ne’ 
loro valori 


l:c:: a . r -~ ey :CD = L. £ . 

y y 


£ la 
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E la medesima CD, ch'è uguale a v / (CF*-{-FD’), rinviensi ugua- 
gliar la radice de’ due quadrati di (xy — « ax) : y , e di y — . a . 
Dunque pareggiando questi due diversi valori di CD’ con siitipli- 
ficarne il risultato avrassi 

y*—* 2ay '+ a*/*+ ar*y*«— <lax'y + a t x i ~ —ey)’. . . A 

bi 

S • 43. Coroll. Se l’angolo CDE diventi infinitesimo., il punto E 
del lato DE , che dee strisciare su per la KB , cadrà in un punto 
dell’ altro lato DC . In tal caso la retta AT dovrà restare dall’al- 
tra parte della AB , convenendone colla £B ad un punto infiniti- 
mente distante da B. Il perchè divenendo e~i~ oo, il secondo 
membro dell'Equazione A ridurresti a ccyy . Ed essa Equazione 
dovrà contrarsi io quest’ altra 

(yy+ XX ) (y — a)‘ = ccyy 

che appartiensi ad uni Concoide volgare per esservi y : y — • i ; • 
\/(xx + yy) : c , cioè DQ ; DF : : DA : DC . 

PROP. XV. PROBL. 


§. 44. Dato di polis ione il punto A , e la curva algebrica BCE, de- 
terminar la natura di quella Concoiforme , che verri descritta 
dall' estremo D della retta DCA , la quale vada strisciando 
col suo dato punto C sulla BCE , e sempre passi per 
quel punto A . 


Tnv.W. 
Fif. *, 


Soluz. Dii punto A conducasi li retta AQ , che siane una co- 
moda direttrice della data Curva, e su tal retta da’ punti C e D 
si abbassino le perpendicolari CN,DQ, e l' altri CP dal punto C 
Sulla DQ . Inoltre sia DC=:c, AQ=:jr, QD~y, ANrrrv, NC— s, 
onde sarà AD~\/(x r+yy) • Ed essendo pe’ triangoli simili ADQ, 
CDP, AD : DQ; ; CD ; DP , sarà ne’ioro simboli y/(xx+yy) : y :: c : DP . 

* E cosi 
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E cosi pure dall’essere AD : AQ :: CD ; CP dovrk essere \/(xx+ yy); 
e : CP. Dunque sark 


CP — NQ = 


ex 

s/c xx+yy) 


E quindi AN — AQ QN — x 1 


•/{xx+yy) 


— v l 


ed 


dp ~ *y - 

Si** +yy) ’ 

NC = DQ — , DP = y — cy = zi 

y n/{xx+yy) 


Ciò pesto l’Equazione alla curva BCE sia generalmente 
a + Pv + yz + J'vz + *W + *zz + ec — o , 
sark chiaro, che surrogando in essa i gik recati valori delle v, è z, 
e fattevi le debite riduzioni , abbiasi ad avere in x ed y un’ altre 
Equazione, che sark quella della richiesta Concoiforme . 

$.45. Coroll.I. Essendo algebrica la data curva BCE , anche sar£ 
tale la Concoiforme, che da essa nel prescritto modo vien generata, 
46. Coroil. 11 . E te tra le dui curve BCE , HDG date di poti» 
diane , la prima delle quali sia algebrica, e A altra trascendente, vo-, 
glieli adattare una data retta CD , che patii per lo dato punto A , 
gl’ incontri della linea HDG colla Concoiforme generatavi dalla BCE 
daranno i punti addimandati . 

§. 47. Scol. E’ un affare di lieve calcolo I* indagare il grado di 
questa Concoiforme ; il sito, e ’1 numero de’ suoi rami ; s’ella ab- 
bia delle curve assintotiche ; de’ punti distinti , ec. E non sark 
malagevole il digredire dalla sua Equazione a quella della genera- 
trice ; il determinare la natura di questa Curva, perchè quella Con- 
coiforme sia rettificabile pe’ logaritmi , o per gli archi circolari ; 
il saggiarne s’ella possa esserne assolutamente rettificabile, ec. Ed 

altre 
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altre simili cose potran proporsi , effe serbiamo a’ nostri Analisti , 
affinchè lodevolmente vi si possano occupare. 

5 . 48. S.ol. II. Per estendere le ricerche del IL Problema dell’ 
Opuscolo precedente, e per aggradire a certi nostri Geometri , ec* 
pone un altro affine . 

P R O P. XVI. P R O B L. 

J. 49. Date di posizione la retta PA , e le due curve PQA , PFG , la 
( prima delle quali sia algebrica , e l'altra comunque ; applicar t 

tra le dette linee una retta parallela alla data AG , perchè 
1 .... . 

quivi ne resti divisa in una ragion data . 

Soluz. La data retta AP assumasi per comune direttrice delle due _ 

r Tav.yi. 

date curve PQA, PFG, e le ordinate vi sien parallele all'altra ret- F‘g- to- 
ta AG. Inoltre si prenda nella PA un punto P, qual ne piaccia, e 
da esso si computino nella medesima PA le indeterminate x : cioè 
ponendovi la PR ~ jt , sia la RE=y, e l'altra RQ = z, e la data 
ragione espongasi per h : 1 . Ciò posto , se la RQ sia un' esplicita 
funzione della x , che qui dinotiamo per /CO, sarò per le condi* 
zioni del Problema y~hf(x ). Dunque dovrò combinarsi colla cur- 
va geometrica , o trascendente PFG quell’ altra algebrica, che tien 
per sua Equazione y — hf( x) . E le intersezioni di queste due 
locali daranno i punti soddisfacenti al Problema. 

E se 1 ' Equazione della curva PQA sia generalmente 
a + b x + c z + dxz .....+ Uz " “ o , 
di dove non possa per difetto dell'Algebra comune carpirsi il va- 
lore della z in x , converrò sostituire in detta Equazione y : k 
per x . E la curva algebrica , che avrò questa novella Equazione , 
sarò la locale da doversi combinare colla curva trascCQdente PFG, 
affin di averne que' punti soddisfacenti. 

5 . 50. 
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§. go. Estmp. La seconda delle due proposte curvi sia una Ci* 
cloide Gallicana, e la prima di esse ne sia il suo Circolo generatore 
del raggio r . Ed oltre a ciò vogliasi condurre i' ordinata FQR 
. nella Cicloide PEG , die ne resti divisa da quel cerchio in un* 
ragion data : cioè , che stia FR : RQ : : k : i . Sarà in tal casa 
/(*) — v/ (*rx~~xx) . E l'Equazione indicata nel primo §. dell' ad- 
dotta soluzione diverrà y~h\/(zrx— -xx ) , cioè yy~kh^1rx—xx)....A 
eh' è ad un' Ellisse conica . E tal curva dovrà colla data Cicloide 
combinarsi per poterne i punti soddisfacenti al Problemi ottenere. 

§. 5t. Coro//. Questo geometrico artifizio si dovrà praticare , se 
voglia rinvenirti un arco di cerchio , che tedi una ragion data al 
suo seno • Ed anzi tanti altri Problemi affini si potranno risolvere 
nello stesso modo . 

P R O P. XVII. P R O B L. 

§. 52. Poste le medesime cote della Prop. IV., ritrovare il luogo dell * 
riunioni delle infette , quando il polo D , ed i due punti 
A , e B non fieno per diritto • 

Tev.l'l. Sola:. Dal ponto D si meni la DC perpendicolare alla direttrice 
r ' s ' im AB, e l'akra DT ad essa parallela , la qual ne incontri in S e T le 
P£,RF, che son perpendicolari alla medesima direttrice, e passano per 
le sezioni delle inflesse AO,BO co'lati del dato angolo L . E poi ponginsi 
CM — a, CN m b , DC — c , CA — /, CB “ g , CE ~ v , CF — r , 
Tang. M = m, Tang. Nzt; sarà ME zz CE — CM rr v — a , 
NF,— CN — CF ~è—x, e quindi EP ~ mv — ma , RF — nb—nz, 
PS~SE — PE~ c «— mv -f- ma , e TR rzc TF — RF zzz c ~ nb -f- ni : 
c ve pongasi per brevità g — f zz e . 

Ciò posto per la similitudine de' triangoli DSP,DTR stàDS: 
DT : : SP ; TR : dunque sarà ne' loro simboli v : t : : c — mv f ma : 
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t — - rtb + ni . E riducendo in Equazione questa analogia, e poi 
prendendone il valore della z , sarà cotesta grandezza 



e •— • mv — nv + ma 


e quindi 

BF — CB — . CF — ^ -f- — — 

c 4- ma — v (wj-f-n) 

E poi ben s’ intende , che sia AE “ CE < CA ~ v — > /, 
AB — CB — CA ~ g — f — t , e che posta AH — x , ed HO — y 
debba esser HB — e — - x . Ma pe’ triangoli simili AHO , AEP sta 
AH : HO : : AE : EP, e per la similitudine degli altri due BHO,BFR 
l'è pure BH : HO : : BF : FR. Dunque ne’ loro simboli, da’ quali siavi 
eliminata la z , sarà x:y :: v— - ./: wv — mi, ed e — x :y ::a + ffv :y 
Esprimendo per « e y tutti i termini costanti , che si ritrovano 
in quella ragion semplificata , e per fi e f i coefficienti della v , 
Sicché riducendo queste due analogie in Equazioni , ed eliminane 
do la v da esse , si dovrà ottenere 1’ Equazione della cercata lo- 
cale , che sarà ad una curva conica, come ben si comprende dal 
• pareggiarne i due valori della v di esse Equazioni. Infatti il sot- 
toposto pareggiamento è di que’ due valori 

mix — fy ty — ay — yx 

mx — y e f + fi y ’ 

clic moltiplicati in croce produrranno questa quadratica indeter- 
minata Equazione (•*) 

(mix — /y) (zf +£>) = ('/ — ay~~yx) (mar — y) . 

RI- 
GO Per le molte condizioni , e grandezze , chi osservasi in questo Proble- 
ma, altrettanti simboli ban dovuto impiegarsi nel risolverlo. 
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Sull a Trofia delle Inf.etse indicata nelle Prop.lll. e IV. 

§• 53 > Per ampliar la Teoria de’ luoghi , ove si uniscono le in* 
flesse . noi abbiamo recato il presente Problema : ed è di bene 
aggiungervi le seguenti considerazioni . 

§.54. I. La Proposizione IV. dell’Opuscolo precedente è suscet- 
tibile di conversione. Pappo Alessandrino nella Prop, 130. del set- 
timo Libro delle Matematiche Collezioni , ove par che parli di 
rutt' altro , vi ha fissate le debite condizioni : come lo ha sagace- 
mente avvertito il Signor D. Giuseppe Scorza . E resterebbe a de- 
terminar quelle, che si convengono a convertire il Teorema, che 
dal precedente Problema si rileva . 

§.55. II. Se diansi di posizione i due pumi A, e B, le due ret* 
Tav.t'l. te LM , ed LN, ed una qualunque curva OQ , e da que’ punti in- 
flettami in questa curva le due qualunque AO,BO, che ne incon- 
trino le date rette LM , ed LN , in P ed R ; sari chiaro , che la 
retta PR fra le sezioni non debba converger sempre ad un dato 
punto . In tal caso vi tari una curva continuamente toccata da co-, 
teste infinite rette fra le sezioni , cioè quella curva , che si forma 
da' punti di concorso delle intercette . E noi preghiamo gli Analisti 
a determinarla non solo quando le LM , LN sieno rette; ma quan- 
do in luogo di esse siavi una curva algebrica di qualunque grado . 

§. 5 6. III. Un altro Problema ci si oflre sulla inflesse , che ne 
Tav.t'l. sembra importante, e da dovervisi abozzare un’algebrica soluzione. 
Cioè se dal polo D di una curva conica RLP le si conduca la 
segante BR, ed i punti P ed R delle sezioni si uniscano cogli al- 
tri due A e B, che son dati di posizione con quella curva, e posti 
a diritto col suo polo D, il punto O dell’unione delle inflesse AQ 
e BO in qual curva si dovrh ritrovare ? 

OPU- 


'£•4- 


Digitized by Google 


tól 

Preparata la costruzione , come vedesi nella fig. 4 , ir abbassi- 
no da' punti P, O, R le perpendicolari PE , OH, RF alla BD. 
E posta la tang. D — r , sia DE ss v , EPsr* , DH~r , ed HOsry. 
Sari s—tv per esserne 1 : Tang. D :: v : z ; e quindi sostituendo tr 
per z nell'Equazione della curva PLR riferita alle coordinate DE, EP, 
e poi risolvendola per determinarvi la v, le dilei radici saranno i valori 
delle DE , e DF. Dunque lcAE,eEF saran due funzioni algebriche 
della sola r, e tali saran pure le PE, ed RF. Intanto pongasi DBssc, 
e quindi BH — f — jt. Ed essendo simili i triangoli AEP , AHO 
staili AE :EP;: AH ; HO : e per la similitudine degli altri due BFR, 
BHO sarb pure BF : FR :: BH: HO. Se dunque si surroghino in 
que ste due analogie i simboli de' termini , che vi si contengono , 
avremo da esse due Equazioni , che racchiudono le tre indetermi- 
nate x , y , r. 

$•57» la Geometria, come guida fedeTe, ne ha condotti. 

Resta (a) dunque all'Analisi l'elitninsrc la grandezza t dalie anzidette 

31 Equa- 


M Egli l fuor di dubbio, che le regole proporti dal sommo Newton per 
sditile eliminazioni , ed io formoli generali esibite, sito chiare, ed ingegnose. 
Ma esse non per tanto c'impegnano in calcoli ioettricabili , o assai laboriosi, to- 
stocbb l’ ignota da eliminarsi da doe date Equazioni ne monti art no grado supe- 
riore al secondo. E, qoel che piti ne daole, l'Equazione finale suol esserne d'iooiiji, 
o streaiere radici avviluppar». Onde l’k verisimiU , che l’illustre Giovanni Ber- 
aulli ad iscaosar tai scogli siasi condotto per altra via nel riotracciar colla luce 
della Cartesiana Geometria le caustifhe per riftmiooe . Mi gli analitici ripieghi 
adoperati dal Valentuomo sono piti ammirabili , che didascalici. Ed io un tal Pro- 
blema non pur conviene ragionar culle operazioni lisolutive ; ma chiarirne bentn. 
che il qaesito: determinandone che importi l’eliminare un’ignara da due Eque, 
•toni , sa una delle quali ella ne abbia ia a per massimo esponente , e la m po| 
nell’altra. » 


/ 


tól 

Equazioni : nffinchb quella, che poi n* emergi traile *, ed y , ci 
dichiari la natura della curva OG. Or sebbene non sien che due 
coceste Equazioni , onde chiaramente il metodo si comprenda da 
potervisi la r eliminare.; pur nondimeno un tal lavorìo c’ impegna 
in calcoli spaventevoli, e nel di loro risultato dovran tramischiarsi 
fattori inutili , ed indiscernibili da quello tra essi , che e il vero . 
Ma in tal caso dall' esser noto pe' Teoremi della Geometria Organica 
il grado della risultante Equazione, si potrà con pili agio impiegare 
il metodo del Sig. Bezout , il qual consiste nei moltiplicar le dette 
Equazioni per due convenevoli Polinomj, e nel porre uguali azera 
que' termini deH’Eqpazion-sotnma , da'quali svogliasi la t eliminare. 

4 - 5 ®- 

Or con tal disegno fattosi il sommo Eulero a specular l’argomento si avvisb 
potestà eliminazione dover consistere nel rinvenire il rapporto de* coefficienti delle 
anzidetre Equazioni; affiochì elleno potessero contenere aua radice comune, o oa 
•fattor comune da lui indicato per a — u> . E da so tal principio coi metodo de» 
coefficienti indeterminati pervenne facilmente al suo intento: e fu di sprone a* 
Sig. de la Grange , coi forse quella unica cotuon radice non arrise , di giugnere 
jter vie pili sicure ad ima tal meta. Or questo Geometra esibì la prima delle dette 
Equazioni, cb’.ì del grado m, «ella seguente forma 1 -f- A arfB** f-Ca 1 f-ec=o...( A ): 

0 b , 

,o r altra del grado m in quest’ultra i -J- — -f — f ec =: o... (R) . Dipoi suppose 

essere t : « , ■ : fi, ec. le radici deH'Eqoaziooe (A): che sostituite nell'altra (fi) ne 
daran le seguenti i 4- « -f-Em 4- ec — o , i-f- ap q- bfn s (- ec = o, ec. il prodotto delle 
.quali, ch’ei chiami x , con viso che sia zero , per dover esterne ciascuna di esse soddisfa- 
cente al nesso deH'Equazioni (A) , e (B) . .Con ohe essendo /«=/(t4-«*4-4s»q-ec.) 
•+ K | + )4~ ec. , ci risolve i logaritmi della seconda parte di questa 

Equazione nelle loro serie , ed ingegnosamente poi le somma , senza che piu ai 
ravvisi ( f.g.ji. no t. Ui.) qualcuna delle « , p , ec. E chiamando e cottila somma, 
dovei esserne * elevata alla quintini — « uguale a zero: cioì i— e4~7M — ec=». 

E quest' nkitea Equazione, rìse cootitac aolameate i coefficienti delle (A), e (B), 

tiget. 


Digitized by Google 


IV. Se diami (fi posizione dae rette, ed una qunlunqne curva» 
potrà sempre in virtù dell» Prop. deciimsettirm iscrivere un trian* 
gol» tra queste linee, talché i suoi lati passino per tre punti dati » 
Ma non sarà malagevole per le precedenti cose risolver quest’ altro 
Problema alfine, Djtr di posizione tre curve, due delle quali aleno 
algebriche e l'altra di fusi ungete natura, iscrivere in esse un triangolo , 
i cui lati passino per tre punti dati. E se mai daremo un numero a 
di curve, ed altrettanti punti , vi potrei» sempre iscrivere un poligono 
del numero n di Isti, i quali passino per que' punti ? Se diansi di 
posizione tre cerchi, e tre punti, Riscrivere in quelli un triingalo, 
i cui lati passino resptttivamtnte per que' punti , sari un Problema 
analogo a que Ho del Sìg, Giordano ( Opusc. I. } ? Intanto da- questo 

I Pro- 

rigettandnsi i prodotti delle A,R,C, ee eccedenti la dimensione », e que’ del. 
Je a , * , c , ec. , che ne sorpassino I* m , siri la richiesta. Questa dissertazione 
del lodato Analista I registrata oell'Atccad. di Beri. ano. tq6f , e l'altra deil'Eule. 
so t per Fanno 17114. Sulla qjtal cosa parti , che U Sig Mutimela abbia ìaconsi - 
fatatamente asaerito, che qui ri il Sig. de U Grange elimini lo re dn due Equo- 
«m* cubiti t , tinminsndone un case periteci- re . 

Che se diansi quantesivogltano Equazioni con altrettante ignote ascendenti 
ad un qualunque grado, qual sari mai il metodo per prodarne P eliminazioni di 
**se ignote? Queste ricerche sono il soggetto di uè’ Opera voluminosa dell* insigne 
Bezoat : e lo spirito del metodo, cWci ne propone, > il segnate. „ Sé moltipli- 
» chino le date Equaaìooi per altrettanti Polinomi-, che abbianole dette ignote , 
1, ed I coef&eott indeterminn i . E presa la sommi di uli prodotti , eh' ci snót 
j» chiamare Equezien-iemmn , vi si pongano ugnali a sero i termini , che carnet, 
gan le ignote da eliminarsi . Ma qui la convenevolezza di qne 1 Potinomi n’ 1 un 
nodo, che il Bezouc impegnisi a distrigar saggiamente, abbisogna/) Jane il «al. 
colo delle differenze finite , ed nna somme destre*», e sagaci nell Analista. Or 
da tetre queste cose può concbiudersi esser lattarie dwiderab 1 e, eh. le regole di 
«otesre eliminazioni fosser piti precise, e piti chiaramente dimostrate ; aflìnchl ago. 
vol-ae riesca il poter {'Equazioni da rifatti aulitici viluppi dislaeciare. 
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Problema potr$ in facil modo risolversi il seguente . Dato un cer - 
chio, circoscrivergli un Polìgono del numero n di lati , sicché i vertici 
de' suoi angoli tocchino altrettante rette date di posizione . 

TavT’i. $, 59, V. Similmente, se tra le date curve algebriche AMN , BQR 
“ ^ vogliasi applicare la retta Mi, sicché le perpendicolari AC,BD erette 
ad essa da' suoi estremi passino pd due dati punti C e D , un tal 
Problema si dovrlt col metodo di eliminazione sciorre generalmente, 
p poiché cotesta indagine è come un Porisnn del seguente diffici- 
lissimo Problema , qual si è quello di tirare uni tangente comune, a 
due curve algebriche di qualunque grado , sari conveniente l’ abboz- 
zarne di quel Problema l'analitica soluzione. 

do. Si abbassino { eccone i dilei delineamenti ) le AK , e BH per- 
pendicolari alla retta CD, die passi pe’ dati punti C,cD: e questa 
si proponga per comune direttrice delle due date curve. Saranno AK, 
e EH tra loro parallele al par delle altre due AC , e BD . Dunque 
il triangolo KAC sari simile all'altro BHD. E condotta dal punto 

* medio T della BA la TS pasallela alla CA , sari poi CS ~ SD , ed 
A$e=SB. Ciò posto, sia CK = x , AK —y, DH=v, BH — z,p 
CS^=SD=;e. Sari per qne* triangoli simili KAC,BHD, CK:AK>: 

* JDH : BH , cioè x:y::v;z, e quindi . Se dunque nell'E- 

• equazione alla curva BQR , la quale generalmente s' indichi per 

gV + hi + ivz+ Kv*+ ec. — o, si sostituisca vy:x per z, si 
avri un’Equazione a tre variabili x , y , t> , Ma un'altra colle me- 
desime variabili si ottiene dal pareggiarne le rette AS , ed SB . 
Dunque da queste due Equazioni dovrb per gl' indicati metodi eli- 
minarsi la v: e la risultante tra x , ed y potrè esserne ad una lo- 
cale da doversi coll' altra curva AMN combinare per P indagine 
de' pu nti soddisfacenti, 

idi, 
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§.rfi. VI. Prima <f introdurci fn altre Teorie dell' Opuscolo prec. 
per poterle vie maggiormente qui chiarire , abbiamo stimato con- 
veniente d' intrattenerci alquanto in queste indagini per potervi 
alcune nuove cose per utile de’ giovani, e per aumento della Scien- 
za speculare. Ed in prima deesi avvertire, cbe nel condu cimento 
di cotest' eliminazioni vi vuol magistero > e sagacia ; affinchè 1’ E- 
quazione finale a due variabili non sia di un grado superiore al 
vero , nè sia risolvibile in due , o pila fattori . Perciocché ciascu- 
no di essi ne offrirebbe una curva diverta dalle indicate dagli 
altri : nè saprebbesi quell' una, cbe dee esserne al Problema sod- 
disfacente (a) . Infatti, se la risultante da coteste eliminazioni sia la 
seguente Equazione (P) a due variabili, cioè y 1 -— xyy -j- y (jrx— a*) 
•j- axx — jt~o, i cui fattori sono y mm x — o , ed yy -f- xx ■—* 
uzzo, qual di coteste due Equazioni si dovrà alla linea richiesta 
appartenere ? ne sarà questa una retta indicata dalla prima di esse, 
o ne sarà il cerchio dimostratone dall'altra) 

§.6 2 . VII. Inoltre la permutazione delle coordinate in una curila 
algebrica non vi cangia il grado dell'Equazione, che le conviene, 
ma sol ve la trasforma . E di due variabili socie di detta curva , 
che vogliansj assumere per coordinate , che dovrà poi dirsi? Questa 
nuova curva il più delle volte è differente dalla proposta sì nella 

nata- 


(j) Alterchi G cerchi osa corra , coi debba competere nna proprietà data , 
la qnal indagine t diversa dalla quassù indicata, il calco'o potrà efibirna due, o 
piu di coteste linee. Co>l , per ragionare soli* addotto esempio, propongasi di ri- 
trovare una curva, la quale tra le infinire, che corrispondano ad una stessa ascissa, 
abbia per trafilino l’inrrgrale di quella formo'a !j*x—}xx— yy) (**—«—. 

Colle regole de! metodo de’ massimi , t de’ minimi si rinverrà 1' Equazione (P) .• 
* da questa poi se ne trarranno la due recate Equazioni per la retta , « par 1* 
«ttebio . 
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natura, che nel grado della caratteristica di lei Esazione. Ed un * 

»1 Principio piò analiticamente dimostrarti nel seguente agevol 
modo . 

J. d 3 . Le coordinate della proposta curva ai dicano x, ed y: e 
quelle due variabili socie di essa si chiamino /(*,y), e F(r,y) re- 
spettiva mente . Inoltre le coordinate della nuova curva , le quali 
debbano queste due funzioni uguagliare, si esprimano per vj, e a. 

Sarh 

*'=/(',y)r e a = F(ar,y). 

Dunque da queste due Equazioni , tenendosi conto di quella alla 
proposta curva, dovranno eliminarsi le x,edy: e l'altra, che poi 
ne risulta traile v c « , sarh l' Equazione della nuova curva. 

Vili. Finalmente sarh dicevol chiusura di questi nostri, qua- 
lunque siensi, euristici concetti , il voler risolvere generalmente, e 
per vie prettamente algebriche il seguente Problema , che gih fu 
risoluto colla Sintesi , e nel piti semplice suo caso dal P. Guido 
Grandi valentissimo Geometra Italiano. - 1 


•il . . : . . 

a 

pRor. 
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. PROP. TROBL. r 

>*'!■* . t ì , • ' 

. , ■ . • . /; , - ' . •* 9 ; . - i. ■- 

$. <55. Dato di posizione il punto P , eia curva conica NGn , , t da 

quello tu questa conducasi una secante Rn j ritrovare il luogo del , 
punto medio T della corda N n , o di un qualunque altro 

punto, ove la Na resti divisa in una ragion data, 

1. . g w £.<•*■. v • • 


Solai. Cas. t. Dal dato punto P. ti ranni la PR parallela all'asse Tau ri. 
della data curva, e su questa retta si -abbassino le perpendicolari F ' g ' 
NM, nm , c IR, da' punti delle scziooi della -corda N/i , e dal pro- 
posto puntoT. Ed oltre a ci b pongansl PM = », MN**, PRsia^ 

RT = y, Tang. P = r, e l'Equazione della data curva N G« rappor- 
tata alla direttrice P m, esprimasi generalmente per 

zz ~ p + jv + rz+svv — . — A~' ‘ 

Sarà chiaro ($. 56.) esserne 2 — tv. Onde sostituendo in A questo 
valore della z , sari 

t*v '=: p •+- qv -f rtv •+■ sv * . B 

E d ordinando rispetto ad v quest' ultimi equazióne avrassì 

_ . . ’ , * • f a! r( ' 1 j 

v’—f-il!! 1 = p c 

tt — s tt-—s 

Dunque le due radici dell'Equazione G ' dinoteranno 4 valóri delle 
due ascisse PM, e P mx e la PR semisomma di Queste sari uguale 
■d f(f + ft 5 :(«“>«)i come l’i noto dalle Teorie delle Alge- 
briche Equazioni .Ma la PR si è posta uguale ad * , ed è poi 
ir= y : x , essendo PR : PT.: : 1 : Tang. P . Dunque pareggiando questi 
due vdlorr della PR con porvisi per t la. y :sr, Sarà > fattevi le de- 
bite riduzioni , 3 


ii > y — r 

Il perché la locale del punto medio T della detta corda Ne ì una 
sezione conica simile aUa proposta NGa : cioè a dire , se la data 
. curva 
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curva NG* suppongali esserne un' ellisse-, la locale del punto me- 
dio T sarà pure un* ellisse : ed oltre a ciò gli assi conjugati di 

questa saran proporzionali a que’ della data . £ lo stesso conve- 
nevolmente intendasi per le altre curve coniche . 

Cas. % Nell’ Equazione C pongasi y : x per la grandezza f , ed 
ella poi si risolva rispetto ad v : avrassi 


__ i y*x + ryx 
* yy wmmtXX 


y-y—ixx 


y ( J?*+ yY 


■ pyy — />rjrjr^ . D 


cioè a dire le PM , e Vm saran dinotate da cotesto gemino valore 
della v : e la Mei differenza delle PM , e Pei sarò espressa dalla 
differenza de' detti valori, cioè a dire sari la 

Mdi =r -± — — — s/(— — rv - - pyy—p*** ) 

yy — sxx V 4 ' 

Ed essendo M m ad MR come Nn ad NT, cioè in una ragio)^ 
data , ch'esprimiamo per quella di n ad m, sarò la MR uguale al 
gii esposto valore della M/w moltiplicato per ~. £ s*rh poi la PR, 
cioè la x, uguale alla somma de’ valori delle due retteMR,ePM. 
Vale a dire sarò 


> — l ) + — — — s/(i (fx+ryY+pyy —/>«*) • • ■ • E 

* 'yymmmsxx * yymmmSXX 

ponendovi la grandezza h perdo coefficiente costante del radicale. 
Intanto l'Equazione E si divida per la frazione *:(yy— «*), e vi 
si trasportino al I. membro le grandezze libere da’ radicali, che so- 
no nel II., avrassi un’Equazione di quarto grado per la richiesta 
curva. Cioè la 

•i t *~iy=zh x /(}(s*+ r yy+rry—p'**l 


yy, 


txx , 


S. 66. 
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§. 66. Scoi. Nelle analitiche soluzioni di questi Problemi geome- 
trici noi abbiamo proccurato in varie guise di eliminarvi alcune 
variabili , che non dovean punto ingombrar 1* Equazioni a cèrte 
curve. E per nostra buona ventura niun di que’nodi algebrici , ì 
di cui risolvimento suol travagliare gli Analisti , n' è occorso. 
Così nella risoluzione di questo Problema , la quale da fonti pu- 
ramente algebrici si deriva, l’ascissa x si è ritrovata uguale ad 
una certa funzione della grandezza t, eh' è la tangente trigonome- 
trica di un angolo, cui corrispondono i doppj valori di ciascuna 
coordinata della proposta curva . Onde ad ottener P Equazione all* 
altra curva , che vi si richiede, n’ i bastato il sostituirvi la per 
la t . Ma queste, e simili investigazioni, che veggonsi proposte 
per le linee di secondo ordine, posson diriggersi benanche ad altre 
curve algebriche di qualunque grado, purché esse sien segate in due 
punti dalla retta, che passi per un dato Polo. Il quale per tal fine 
in certe curve di terz' ordine convien , che stiavi nel perimetro : 
nelle linee di quart’ ordine ei dee esserne un punto doppio, E cosi 
delle altre: del che vedi Eulero Jntrod, in Ar.al, inf. Voi. IL 


sa DJLU. 

' («) Una Mata di terz* ordine, che pub esser segata in due punii da ori retta, 

la qual fi meni da un dato punto di essa curva , dee avere la seguente Equazione; 

v l f*mz\-6v?.z-{-cz ì — dv-u— nz— fzz-\-gv-\-iz=o . 

E quest' Equazione di terzo grado fi abbassa ai secondo con porvisi tv per z 
Onde si potranno estendere ad una tal curva le ricerche del presente Problema . 
E così convenevolmente per le altre curve di un ordine più alto. «. 
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DILUCIDAZIONE DEL PROULEMA VII. 

§. < 58 . Il miglior commento, che pub apporsi alla Proposizione VH. 
è il risolvere colle sue guide due fimosi Problemi , 1 ’ uno sull» 
rnoltitctione annotare, e l'altro sull' anomj/ie di' pianeti , e di con- 
facenti dottrine poi adornarla . 

» . 

PROP. XIX. PROBL. 

§, 69. Dato Parco circolare QP dividerlo in una qualunque 
data ragione (<r). 

Seluz. Per Io punto P si tiri il diametro PA nel cerchio dato, 
ed intorno alla PA come asse si descriva li Cicloide Galileana PPG, 
di cui il detto circolo oe sia il generatore. Per l'altro estremo Q 
di un tal arco si conduca la QF parallela alla base AG di essa Ci- 
cloide, e si divida in V nella ragion data. £ finalmente tra gli 
archi PQA,PFG di dette curve si applichi la ?K parallela (Prop.VlI.), 
ed uguale alla FV . L'arco PK sarà il richiesto. 

Dim. I due archi circolari PQ , PK sono uguali per la natura del- 
la Cicloide PFG alle due rette QF, e Ke. Dunque sarà PQ: PK:: 
QF;Ke:;QF:FV. 


PROR 

(4) Il celebre Giovanai Rerouili nel l. Voi . fog. 51 1. cosi regioni sulle ot- 
tura di tal Problema : h,c Problemi indefinite canctftum troniceodeni ni . E forse 
voleva dire esser trasceadeote il desto Problema , se la ragion data sia irrazionale. 

PW.S-7* 
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PROP. XX. TEOR. 

$. 70» Se Intorno alt ette AP della semicicloide PPG sia descritto il 
semicerchio PQA , e la semiellisse PHA , la quale abbia per asse 
minore la medesima AP , e per maggiore il doppio della CK , ch'i 
quanto il segmento maggiore A S della retta AP comunque divisa 
in Sj io dico, che inclinando dal punto S nel semicerchio PQA 
una qualunque retta SQ , e distendendovi per Q l'ordinata > 
FR della Cicloide , debba essere il trilinco circolare PSQ i 
uguale al rettangolo della metà del raggio AC nella FH 
parte di quell 1 ordinata , ch'i tra la semicicloide , 
e la semielliue , 


Dim. Si ponga il raggio CA:rri, CS:z:e, e quindi CK ~ Tav.Vl. 

• • • f;® io» 

AS zz t + e . E poi suppongasi P arco circolare PBQ zz QF zz p,- 
e ’1 suo seno QR zz x . Sarà il settore circolare PCQ zz , il 
triangolo QSC zz 4 QR . SC zz ~ ex , e quindi il trilineo PSQzzPCQ 
— - QsC — i. («■ — ex) . E poiché dalla natura dell' ellisse AKPtta 
CB : CK :: RQ : RH, ovvero CB ; BK :: RQ ; QH , sarà i:e:;jr:QH, 
e quindi QH — ex , e sarà finalmente FH zz QF — QH zr ^ — er. 
Dunque il trilineo circolare PSQ , che si è ritrovato uguale ad 
4 («f 1 — — ex), dee esser quanto il rettangolo della metà del raggio AC 
nell' intercetta FH . 


PRO?. XXI. PROBL. 

f. 71, Data l'Anomalia media di un Pianeta rinvenirne la Coequata. 

Soluz. Cotesto Problema Astronomico , che destinasi a rinvenire 
il luogo di un Pianeta in un tempo dato, si converte in quest' al- 
tro geometrico di dividere un semicerchio in una data ragione per 

* una 
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tna retti, che passi per un dato punto del suo diametro. E ciò può 
Ottenersi con applicare una retta data di sito, c di grandezza tra* 
perimetri di una Cicloide , e di un’ Ellisse condizionate , come qui 
sopra («). 

§.•70. Sto/. Un artefice, che non sia ignaro de' geometrici rudi- 
menti, potrò con questi lumi congegnare un Compasso anomalistico , 
onde possa conoscersi il luogo di un Pianeta in un tempo duo , 
E noi ci avvisiamo, che s'ei vi pratichi delle minute graduazioni, 
quali soglion farsi con metodi moderni , potrò darci de’ risultati 
soddisfacenti, e prossimi a' veri . Intanto sullo scioglimento del 
primo di questi due Problemi eccone alcune nostre considerazioni. 

§, 73. L Ue curve sinora impiegate da’ Geometri per la divisione 
idi un arco circolare in una qualunque ragion data , sebbene sien 
tra se diverse nella ramificazione, e per le proprietò , che le ador- 
nano j in ciò non pertanto convengon fra loro , che a descriver 
ciascuna di esse ne abbisogni il moto rettilineo combinato coll' an- 
golare . La Spirale Archimedea, la Quadratrice di Dinostrato , C Elice 
cilindrica, e la Cicloide Galileana son le principali di queste curve, 
di cui convien recare una genesi distinta per poterne il suddetto 
assunto dimostrare. 

§,74. Ed in primo luogo, se una retta equabilmente si aggiri 
d'intorno ad un immobile suo estremo, ed in uno stesso piano, 
e quivi ne compia un perfetto rivolgimento; la figura, ch’ella ne 

descrir 


{«) fi Cavali» Newton volendo geometricamente risolvere questo Problema 
combini» una Trocoide col Cerchio ( l’tip. 51. Lih. I. Princ. Mn. ). Ma essendosi 
dipoi avvisato della difficoltà di descrivere la detta Trocoide , ne soggiunse qn’ arit- 
metica approssimante solotione al Problema . Or noi vi abbiam combinato nn' El- 
lisse , ed una Cicloide volgare , eh' i di facilissima descrizione . 
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descrive , sarà un cerchio , come 1 * b noto dagli Elementi (a) . Ma 
se un punto si parta dall'estremo immobile di cotcsta retta-, ed 
equabilmente la percorra in tanto tempo, quanto ella ne impiega 
a descriver quel cerchio ; il detto punto col suo moto rettilineo , 
e coll'angolare della retta dovrà descriverne la Spira Archimele* . 
E si verrebbe a generare un'Elice Cilindrica dall'estremo della ret- 
ta circolarmente rotante , se nello stesso mentre il piano , ov’ essa 
ne giace , vadasi movendo equabilmente , e con una data celerità 
per una retta perpendicolare al detto piano. Inoltre , se quel restre- 
tto della mentovata retta , il quale n' era immobile al descriversi 

del cerchio, facciasi rinculare equabilmente e per una perpendicolare 

ad essa retta nel principio del suo rotamento ; l'estremo mobile della 
medesima retta dovrà con questi due moti descrivere una Trocoide. 
La quale ne degenera in una Cicloide GdUeane , se la celerità del 
regresso di tal retta sia quanto quella dell'altro estremo circolante. 
Finalmente ad un qualunque punto di un cerchio conducasi il raggio 
e la tangente indefinita, e mentre il raggio si muova con moto equai- 
bile angolare, finché vi descriva un retto, la tangente si abbassi 
equabilmente e con moto a se parallelo, pervenendo nel centro con 
quel punto e nel medesimo tempo di quel rivolgimento angolare; 
la linea , che verrà descritta dalla continua intersezione del raggio, 
e della tangente mosse in tal guisa, si dirà Quedratrice. 

§.75. Or nella genesi di ciascuna di queste quattro curve ben si 
compiende, che il moto angolare siasi col rettilineo convenevolmen- 
te combinato. £ per poco, che talun si fermi a ponderar tali cose, 

vi 


(.) Nella descrizione del cerchio efibita negli elementi piani non G efige IV 
qaabilitì del moto angolare della retta , che il descrive: ma ella nel «Ilio p.o- 
poGto h necessaria, cerne peò conoscersi dalle itgaenti dffinizioni.. 
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vi vedrà esser trascendente il rapporto delle due celerità , che in 
ciascuna di esse ne abbisognano. Ma potrà poi concluderne , che una 
curva sia trascendente, se tal si trovi essere il rapporto di due de 1 
genetici suoi dati ? Non & nostra intenzione , ecco ciò che diciamo , 
li voler questo Criterio qui proporre , o scandagliare . Ne basta la 
divisa, che saggiamente ne han dato gli Analisti per tali curve coi 
dire: dover esser una curva trascendente, se il rapporto delle sue 
coordinate non possa con un'Equazione algebrica esibirsi. E ’I sommo 
Newton con aver detto, che tutti i punti di una curva trascendente 
non si possano geometricamente determinare, cujut puncta omnia per 
longitudines oejuationiiut definita s determinati ntqueunt , riviene allo 
stesso. Conciossiachè quello, che non si può geometricamente de- 
finire, non potrà mai in un' espressione algebrica tradursi . Ma un* 
altra conseguenza vuol raccorsi da questa dottrina del Valentuomo : 
ed ò, che una curva può esser trascendente, come lo è della 
Quadratrice, e della Logistica; sebbene infiniti de' suoi punti si 
possano geometricamente determinare : d3poichè infiniti altri ne 
resterebbero in essa a non potersi nello stesso modo ottenere . 

§. •jó. Ma ritornando al nostro assunto , da cui per poco abbiam 
diviato, noi diciamo, che traile curve sinora impiegate per la di- 
vision di un arco circolare in una data ragione irrazionale ( il 
qual Problema è di sua natura trascendente ) niuna sia più con* 
venevole a quest'uopo, quanto la Cicloide volgire : come quella , 
che può descriversi organicamente in facil modo , e che al prò* 
gredir delle ruote l’archetipo a’ Geometri ne offre. E quindi , se 
la sapienza de' Greci in ogni punto de' loro geometrici lavori vedesi 
brillar giocondamente, in quest'oggetto parci , ch’ella debba ce- 
dere all' Italiana sagacia . Poiché il gran Galilei seppe scovrir nel- 
la ritura cotesta curva, eh' essi punto non ravvisarono: c ne im* 
pegnò i suoi famosi discepoli Evangelista Torricelli , e Vincenzio 

Vivia- 
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Viviani ad altre nobilissime ricerche . Ed in vero il primo di que- 
sti due Geometri rilevò le piti illustri proprietà della Cicloide, e 
quella principalmente , che ogni dilei ordinata pareggi la corrispon- 
dente somma dell’ arco , e del suo seno retto nel circolo generato- 
re . E l'altro poi di questo principio si valse a risolver general- 
mente il gii detto Problema della moltisezione angolare (<t) . 

§. 77. Ma pure non è questo quello , che più ne cale di do- 
ver qui inarcare . Un Problema trascendente , che talun proponga 
aopra un geometrico soggetto ( ecco ciò che ne pare doversi ag- 
giungere ), non può mai risolversi con le sole geometriche opeta- 
zioni , abbisognandone delle trascendenti . Ma il più delle volte tor~ 
neri essai bene /’ adottare una curva trascendente , ed in essa con de' 
geometrici Lucri risolver poi quello. 

S- 78. Cosi son trascendenti tutti que’ Problemi , che il sommo 
Eulero si propose nella fine della sua Introduzione all’Analisi de- 
gl' infiniti , e che quivi colla regola del falso ei (A) disciolse mira- 
bilmente. Cioè a dire: Dividere in due parti uguali un semicerchio 
per una corda , che passi per un degli estremi del diametro . Bise- 
care 

(») Si riscontri l’Opuscolo del sagacissimo Vincenzio Viviani Intitolato Fu». 
dalia Prailemmium Galliearam , t stampato nell'anno 1677. Nella pig. 57 di detta 
Dissertazione si cita il Trattato de Loca Solida dello stesso autore; ond' è vera 
la congettura del Sig. Flaoti sulla dimostrazione fatta dal Sig. Parent alla Ci- 
lindroide . Vedi la Nota g a’ num, 6. della Continuazione all' Opusc. Vili. 

(A) Quando mancar) de metodi da poter rimontare al valore di una variabile 
da quello di una di lei funzione , altro scampo non ci rimane , che di ricorrere 
all' energica, ed elementare regola del fs‘,o. La Geometria può indicarci le guide , 

* le ragioni di ciò, che suo! farsi, della qual cosa eccone una geometrica dimo- 
strazione . Si dinoti per f far) una funzione trascendente della variabile x , e si do- Tav. VI. 
mandi il valore di questa variabile dall’ esser dato quello della / (a), il quale si F,g. 8. 
chiami H. Si esibisci, per poterne intendere un tale disimpegno euristico , la 


curva 
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care un quadrante per un seno . Ritrovare un settore circolare , che ne 
testi bistento dalla corda dell'arco, che gli è di base. Dt un dato 
punto del 'a circonfrenza dì un cerchio condurvi due corde, che il 
iris echino ec. Ed i due primi di questi Problemi, come vicn osser- 
vato dal Valentuomo , riduennsi a ritrovare un arco f uguale al 
suo coseno. E gli altri due con trigonometriche divise trasformin - 
si nelle seguenti Equazioni <f> ~ sen. Qp , e f>:zr*en, (tfo’ — p): e 
coti degli altri . Or cotesti Problemi con tal riduzione si possono 
elegantemente risolvere combinando una Cicloide volgare con un’- 
altra linea algebrica conveniente (a). E la costruzione , che un 
Geometra ne avrh in ciascuno di essi con accuratezza praticata , 
potili indicargli le prossime posizioni, che dovrebb.tnsi adottare nel 
risolverlo colla regola del falso . 

§, 79. Inoltre cotesto Principio euristico, che potrem dire vera- 
cemente non essersi da altri osservato , non che chiarito , a pro- 
mosso, si potrh proporre in altra guisa assai più generica, e pili 
chiara . Cioè in tal congiuntura assumasi per postulato un' operazio- 
• m 


curva AC.Yf tale, che chiamando x una qualunque dite! ascissa AR , ne sia /(x) 
]a corrispondente ordinala RS . Ed oltre a ciò suppongasi esser I’ ordinata NM=H, 
e vogliasi il valore della sua ascissa AN. » Si prendano due falsi valori delia AN, 
cioè AB , ed AD , che si esprimano per sei, e per A e B quelli delle loro 
ordinate BC , DE. E prepirata la figuri, come si vede , sari CO=C B — E D— 
B — A, MG = N.Vl — BC = H — A, ed EO = AB — AD = a — b . EJ essendo 
CO. EO . : MG ; CG , sari B — A: * — b: : H — A; CG . Dunque dovrà esser 

CG = . E quindi AN= AB + BN =4+ ^ H - ~ A) . Or chi 

non vede , che per poter reggere la rapportata analogia debba esser picciolit- 
sima non meno la BN , che la BD , 1 che ne abbisogna conoscere due punti 
pressili i al vero ? 

(*l Vedi i Probi, di tal genere quassù risolati . 


Digitized by Google 



*77 

n e trascendente , e poi si distenda la soluzione del Problema con ese- 
guirvi altre operazioni puramente geometriche , e convenienti. Imper- 
ciocché siccome l’è folle impresa il voler geometricamente risol- 
vere un Problema , che di sua uatura è trascendente ; cosi sareb- 
be 'un' opera fabrile , ed ageometrica il risolver quello con un 
treno di meccaniche , e manuali operazioni . In ciò ne basta una 
sola trascendentale operazione , che dia mano ad altre geometriche 
convenienti . O che , descritta una curva trascendente , si vada su 
tal soggetto geometricamente di poi operando . Or tal n* è stata la 
condotta de'sommi Geometri dell'antichità rimota, e di alcuni tra 
recenti , nel risolvere cotesta specie di Problemi , tuttoché bc ab- 
biano celato il modo, e le ragioni (a). 

§. 80. Ma oltre a quelle geometriche operazioni , che appaiono 
dagli Elementi , ve ne ha delle altre più sublimi , e da potersi 
anche qui congruamente adottare. Ed in vero da che il chiarissimo 
t/genio escogitò 1’ Evolute , e '1 sommo Leibnitz le Curve parallele , 
si le une , che le altre furon ricevute in Geometria , e si ebber quindi 
per geometrici que’lavori, che dipendono dall' esibirle . Il dividere 
un arco di cerchio in una ragion razionale 1’ é anche un Problema 
geometrico, o da un’Equazione algebrica definito. Il condurre una 
tangente ad una curva algebrica da un punto dato , o il condurle da 
esso la normale, ec. sono anche operazioni di una medesima indole . 
Onde con tal guida potremo risolvere varj Problemi di tal natura : e 
potrem benanche iniziarci ad isnodar quello tra essi di sì ditficil tem- 
pra , che avendo abbaccinato il Sig. de Tschirnausen illustre Geome- 
tra delle Poloniche regioni , di nobil desìo gli animi ne accese de* 
Matematici di quel tempo, tra' quali ve n' eran de’ valentissimi, 
e de' sagaci oltremodo . Vuoisi dividere , eccone la divisa del 
Problema, in una ragione razionale , o irrazionale una curva non 

23 retti- 

la) Si legga il citato Opuscolo del Viviani, per poter rilevare il detto artifizio. 
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rettificabile • Il Sig. Bernulli maestro de' Geometri del continente 
si n'espresse il di loro impegno. Ardenter desiJeramur publicationem 
methcdi universali* , eujus se eompotem dicit ( Tschirnausius ) , in 
gualibet curva, data pcrtione ejusdem , aliata semptr as tignai di , quae 
datam rationem ad priorem citine t . . . Quia imo forum Mathematica- 
rum orbem siti obstringet , et aeternam laudem merebitur , si dabit 
demonitrationem in parabola, E noi ne adombreremo la soluzione. 

FI §> 81. Sia dunque data la turva AC non rettificabile , e vogliasi di- 
viderla in B nella data ragione di m ad n . I. Si tiri all’estremo A 
di cotesta curva la tangente indefinita AN . II. Di poi si tolga da 
tal retta la parte AN uguale alla curva ABC : ed in questi opera- 
zione trascendente potrem riuscirci con far rotare la curva ABC 
sulla tangente AP, come per le Cicloidi suol praticarsi. III. Si di- 
vida la NA in M nella data ragione , cioè che stia AM : MN: : m: n. 
IV. Si applichi al convesso della data curva ABC un filo flessibile 
uguale ad AN, il quale sviluppandosi da essa curva da C verso N 
ne descriva col suo estremo C l’evoluta CN. V. Si conduca per M 
la curva MB parallela alla NC , che incontri in B la data curva . 
Sari AB: B C::m:n. Or in queste operazioni la seconda solamente 
è trascendentale, e le altre son geometriche: onde l’ addotta solu- 
zione è conforme al metodo prescritto . E si rinverrebbe lo stesso, 
se dal punto M si conducesse la normale a quella curva cicloidica, 
che si descriverebbe dal punto A nel ruotar la curva ABC sulla 
di lei tangente AP . Ma di ciò in altri Opuscoli converrò più diffu- 
samente ragionare . 

DILUCIDAZIONE IV. 

§. 82. Era conveniente in quest’ ultima dilucidazione risolvere 
'-■ol metodo Cartesiano , e colla Geometria analitica a due coordi- 
nate il Problema duodecimo di gii sinteticamente da noi risoluto; 
affinché dal parallelo di coteste due soluzioni si potesse conoscer 

chia* 
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chiaramente , qual di que’ due metodi abbiasi ad avere per più pre- 
gevole , e più fido . Or la prima di queste due soluzioni fu ese- 
guita da un Giovane di nostra Scuola: e 1 ' altra da quel Professore 
dell'Alta Italia di cui già più sopra si è parlato. £ per ricordarne 
quel Problema qui alquanto modificato , aien dati di posizioni il 

punto P , e le due curve alpebriche RAM , ran ; condurre da quel l' JV - 

F/j. U. 

punto su queste curve le due incidenti PN, e Pn, le quali sieno nella 
data ragione di de ad fe , e comprendano P angolo dato def. 

Soluzione del Problema colla Geometria Cartesiana . 

§. 83. Dal punto P conducasi la PC, come ne piace; e poi nel 
punto P di questa retta si formi l'angolo CPr uguale al dato def . 

E da' richiesti punti N, ed n si abbassino le NM, ed nm perpen- 
dicolari alle PC , e P» rispettivamente . Inoltre pongasi P-Yi~r, MN^cy, 

Pm~v , ed mn~z . E sia in primo luogo la y una funzione esplicita 
della x, che noi dinotiamo per /(*) : e la e suppongasi esser be- 
nanche una funzione esplicita della v . , che indicheremo per F (v). 

Sarà chiaro dover essere il triangolo rettangolo PMN simile all'al- 
tro Pmn : imperocché essendo l'angolo CP c uguale all’altro NP/i, 
toltovi di comune l’angolo NP«, dee restare l’angolo MPN uguale 
all'altro mPn . Il perchè, se la data ragione di de ad fe, o di PN 
a Pn si esibisca per quella di 1 : A ,* sarà anche PM: P*n : : t : h, ed 
MN : mn : : 1 : h. Dunque sarà Pm—hx , nm-P(hx') ; e quindi per 
la seconda di queste due analogie ne verrà F (A*) . Ch'è 

1 ' Equazione finale del Problema . 

Cas.ll. Che se le y e z non sieno funzioni esplicite delle * ed v 
rispcttivemente , converrà praticare in tal caso il seguente metodo. 

L' Equazione della curva RAN rapportata alle coordinate rettangole 
PM ed MN sia generalmente a + bx+cy+dxy+ exx .... 4 - Vy";r:o. 

E quella per la seconda curva ran benanche rapportata alle coordi- 
nate ortogonali P m ed mn sia A + Bv-f-Cr 4-Dvz + Evv....-t-Ta"ZZO. 

E poi 


Digìtized by Google 



T. tv. VI. 
l't- It. 


1G0 

E poi in questa seconda Equazione si ponga hx per v' t ed hy per a; 
si otterrà questa terza A+Ehx+Chy+Y)hhxy-\-Ehhyy....- 1 t-Th''y’'—O t 
la quale combinata geometricamente colla prima di quelle due darà 
i punti richiesti . 

Soluzione del medesimo Problema eseguita colla Geometria Analitica 
a due Coordinate (a) . 

§. 84 . J,' Essendo date le due curve MN e PQ , ed il punto D j si 
„ domandan due punti tali , che le rette DF , ■ e DE condotte dal 
„ punto D a' punti F , ed E facciano un angolo dato chiamato tf.Si 
„ suppone inoltre, che si conosca il rapporto delle linee DF , e DE. 

„ So/ut. Si possono rapportare le due curve a due coordinate 
„ perpendicolari AB, AC . Sia dunque F ( x , y ) zz c l’Equazione 
,, della curvi PQ rapportata a queste coordinate . E q-(v,r)=:o 
„ l’Equazione della seconda curva MN rapportata alle stesse coor- 
,, dinate . Si abbassi dal punto D la perpendicolare DG , e facciasi 
„ AG — a, DG— £. Ciò posto si supponga per un momento il 
„ Problema sciolto, ed uniscansi i punti E, ed F . Facciamo DE~p, 
„ DF — q, TèE—r, e p : q~m . Secondo l’enunciazione del Pro- 
„ bìema si dee considerare come data la quantità m . Dopo questo 
„ è facile di mettere il Problema in Equazione. Tirinsi da’ punti 
„ E , ed F le linee EX , FL parallele ad AB. Secondo la proprietà 
„ del triangolo rettangolo avremo 

P — ✓(*— v)*-Kr— 0* 

9 = \/ ’b—y') ' -+■ ( jt— a) * 

r = v/ +(7—*)* 

il Ri- 
fa) Questa soluzione > rilevata da una lettera di quel Professore Italiano di- 
retta al oostro Signor Scorza. 
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ii Ricordiamoci ora , che 'esiste una formoia notissima per calcolare 
' >t 1' angolo di un triangolo conoscendone i lari . £ chiamando s la 
quantità f + 9 + r , si avrà 


sen. = / A 

Si unisca quest' Equazione a quest' altra 

a*— r-K^-o* R 

i, e si avrà quanto è necessario per risolvere il Problema; giacche 
„ 1 ’ Equazioni date delle curve 

F i* >y ) = o C, e 

4 ( v, r) = o D 


J, servono ad eliminare », ed y di queste Equazioni . E si avran- 
„ no in ultima analisi due Equazioni, c due incognite. E cono- 
„ scendo queste due Equazioni si potrà far uso della Geometria per 
„ determinarne le incognite . 

„ Parmi di avere in questo modo sciolto un Problema pili gene- 
„ rale del propostomi : giacche considero due curve qualunque in 
„ vece di prendere il cerchio, ed una curva trascendente* “ 

§. 85. Noi lodiamo le divise puramente algebriche , onde si è 
condotto quest’ Analista a risolvere co' metodi moderni il proposto 
geometrico Problema . E speriamo , eh' ei non si dolga delle rifles- 
sioni , che su quel processo analitico quaggiù distendiamo , non già 
per adontarlo; mi per poter 1* energie de' metodi risolutivi graduare. 

§. 8 ( 5 . Ed in primo luogo l'Equazione A liberata da* radicali dee 
montare ad un grado assai alto. E di qual grado sirà quell' altra, 
che dall' eliminarvi dall’ Equazioni A , B , C , D le v , ed y di poi 
n’ emerge ? Egli confessò sinceramente abbisognarne più volumi 
a distender l‘ sbozzata soluzione , ed a darle un tipo costrui- 
bile . Ed oltre a ciò , se mai si usino i metodi anteriori al 


Bczout per proccurarne l’ anzidetta eliminazione, nel risultato do- 


vran 
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Ccni 'mu azione dello stesso Argomento . 


§.89. I moderni Analisti sogliono classificare i Problemi di Geo-' 
mctria da' gradi dell' Equazioni , che vi si traggono. Ma le Greche 
Scuole , che non sapevan punto che mai si fosser coteste Equazio- 
ni , e cerne in esse si avesser potuto tradurre quei Problemi , Ij 
distinsero dagli artifizj di costruzione, che doveansi specialmente 
usare in risolvendoli . Infatti Pappo Alessandrino , fedele deposita- 
rio del greco geometrizzare (a) , in due luoghi delle sue Matema- 
tiche Collezioni, cosi ragiona su tal soggetto. Problemata , qua per 
reiltas hnras , 6 circuii circumferentiam solvi possane, dicuntur pia, 
na • * • Qoeecumgue vero solvuntur , assunta in constructionem e lì qua ’ 

coni stellone , vel ettam pluribus , solida appellata sunt . . . Relinqui - 
tur tertium genus Proile natum , quod lineare appellata, lincee cairn 
alice pra'te- jsm dictas in constructionem assumuntur . 

§. 90. Or sebbene tutto ciò sia stato saggiamente da que’Geome- 
tri proposto; nondimeno avrebbesi dovuto dire piò accuratamente, 
che un Problema sia solido, se i punti soddisfacenti ne sien segnati 
dalle intersezioni di due curve coniche. E cosi de'lineari convene- 
volmente. Imperciocché, se nel costruire un Problema si usino con- 
ducimeli di rette, e descrizioni di cerchi solamente , e queste li- 
nce vi segnino in una curva data , che sia di un qualunque grado 

o wt- 

W Lib. HI. Prp. 4. , t Lib. IV. Prcp. jt>. 
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0 anche trascendente, i punti, che si domandano; ei certamente 
sari solido , o lineare , tuttoché la costruzione sia simile a quella 
de' Problemi piani . E da ciò abbiam presa occasione di esaminare 
una specie di Problemi, che in realth sono Solidi, 1 persoli di , o 
Trascendenti , e che pajon risoluti alla maniera de’ Problemi piani , 
per vi si condurre rette , e descriver cerchi solamente (a) . 

§. pi. Così se diansi di posizione due cerchi, ed una qualunque 
curva algebrica , o trascendente , e si voglia in questa rinvenire 
un punto , di dove le tangenti menate a que’ due cerchi sieno in 
una ragion data; un tal Problema sarò disciolto a guisa de' Proble- 
mi Piani , sol che descrivasi quel cerchio , eh' è della proposta con- 
dizione la locale ( 6 ). Similmente un cerchio basterebbe a segnare 
in una data superficie uniforme, difforme, algebrica, o trascen- 
dente i punti , che deggianvi avere la seguente condizione : cioè 
che le rette condotte da ciascuno di essi a tre punti dati sien pro- 
porzionali a tre rette date. E generalmente, se in una qualunque 
curva, o in una qualsiasi superficie si addimandi un punto soddis- 
facente a piò condizioni , le quali si rilevino in un luogo piano ; 
la combinazione di questo, e di quella linea, o di quella superfi- 
cie darà il punto richiesto , o pili di essi , se pur sien tali . 

$. 93 . Ma prima di andar proponendo più Problemi , che in tal 
modo verrebbero con eleganza risoluti , è bene autorizzare un tal 
Metodo colla condotta, che in simili casi han saggiamente tenuto 

1 due sommi Geometri il Cavaliere Isacco Newton, e Renato delle 

Carte. 

(a) Niuno carili! ini propoflo artificio, quafichi si volessero i Problemi So- 
lidi , Ipertolkii , < Trascendenti ridurre a’ Problemi Piani . Del che vedi il §. 3. 
della Prefazione, e torto qoel l' altro , che sartm per dire qui appresso. 

(b) Cib pob rilevarsi da' Luoghi Piani di A polonio , o colI'Aaalisi Moderna 
facilmente . 
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Carte * Onde sulle prime descriveremo l'Analisi Geometrica , che 
dovè seguire il sommo Newton nella Prop. 30. lib. I. Princ. Mat. 
E poi rivolgendoci al Cartesio commenteremo le sue geometriche 
costruzioni de' Problemi Solidi , che da' Moderni diconsi di terzo 
o di quarto grado. 

PROP. XXII. PROBL. 


9 3. Dal fuoco O della Parabola ACS vuol condursi il ramo SO,' 
che ne tronchi il tri lineo parabolico ASO uguale ad un dato 
rettangolo , che yuì per comedo dell'Analisi Geometrica 
supponesi ugual * a futllo di 4AO nella retta R • 

Analisi Geometrica. 

Si bisechi nel punto T la retta AO , cui si elevi da T la per- 

Tav Pi. 

pendxolare TF uguale alla OR. E supposto esserne il punto S Fig. I? . 
quello che si richiede, si ordini all’asse della Parabola la SQ ; 
si compia il parallelogrammo TQSN : c finalmente si bisechi in M 
la TF. 

E poiché l' aja parabolica AQS è uguale al rettangolo di -jQS 
in AQ , o a queste di lui parti jQS in AO , e -JQS in QO ; tol- 
tovi d’ambe le parti il triangolo OQS , o il rettangolo di |QS in 
QO , dovrb rimanervi il trilineo parabolico AOS , cioè il rettan- 
golo di 4AO in R , Uguale a’ due rettangoli di -j-QS in AO, e 
di jQS in QO . E prendendone i loro sestupli sari 4AO.6R ugua- 
le a 4QS.AOq-QS.QO: cioè 4AO (<SR—QS) uguale a QS . QO ; 
ovvero 4AO.NF uguale a QS.QO, per esser la NF uguale a 
TF—.TN, o a — QS. Dunque sarà QO : NF:: 4AO: QS :: QS; 

AQ . E sari quindi il rettangolo AQO uguale all' altro TNF : ed 
*£g’ UD £ en do ad essi di comune TO*, sari poi TQ*, o 5N* ugua- 

* le td 
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le ad M 0 *~— MN*. Per la qual cosa l'ignoto punto S appartiensi 
ad un cerchio descrittovi col centro M intervallo MT : ond'ei do- 
vrh ritrovarsi nell' intersezione del detto cerchio , e della Parabola 
proposta . 

§. 94. Scol. La costruzione di questo Problema avrebbesi potuto 
eseguire in un piu facil modo , combinando un’iperbole tra gli assin- 
toti colla data Parabola ACS . Infatti si chiamino x ed y le coor- 
dinate AQ,QS, che nella data Parabola corrispondono all' ignoto pun- 
to S, e poi si ponga AO=a, e quel dato rettangolo uguale ai ai; 
sarh l'aja parabolica AQS~jxy , il triangolo OQS — y (jr— — j) , e 
quindi il trilineo parabolico ASO ~ J xy — — j- ay . Dunque per le 
condizioni del Problema dovrh essere 3 ay~6ub. Ed una tal 

Equazione c all* Iperbole tra gli assintoti , cioè alla locale da do- 
versi colla Parabola ACS combinare , ariàrs di rinvenirne l’ ignoto 
punto S, Ma questa soluzione, che vedesi più semplice della pre- 
cedente , di essa n'è men preclara. Da poiché in quella impiegasi 
la descrizione di un cerchio, cioè un postulato Euclideo, per 
poterne segnare nella Parabola data il punto, che si domanda. Le 
costruzioni Cartesiane delle cubiche, e biquadratiche Equazioni han 
pure un simil pregio , che or ora ci faremo a rilevarlo . 

Principio Cartesiano. 

y 95. La composizione grometrica di un Problemi Solido tiensi per 
elegante dui Signor delle Carte , qualar si esegua col combinare 
insieme urti dati Parabola , ed un Cerchio . Del che cacone 
le ragioni principali , 

L'Equazione alla Parabola è la piu semplice tra quelle, che 
•ssegnansi alle curve coniche rapportate a' loro diametri: percioc- 
ché ella non è che binomi», e di due dimensioni, cioè yyzzpxt 

ove 
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ove la y disegni una qualunque semiordinaria all'asse, h x la sua 
corrispondente ascissa, e la p il di lui parametro. Inoltre il peri- 
metro di questa curva può facilmente disegnarsi con moto organi- 
co in un piano. E la di lei genesi per sezione l’k anche chiara, 
agevole, e precisa . Ma un'Equazione cubica, o biquadratica si co- 
struisce alla maniera Cartesiana col combinare una data Parabola , 
ed un Cerchio. Dunque son facili coteste costruzioni; e son poi 
chiare le dimostrazioni, che talor vi si aggiungono: come quelle» 
che fluiscono dalle note proprietà del cerchio, e dall'agevole ana- 
logìa, in che risolvesi la detta Equazione alla Parabola. 

II. Di più il numero delle intersezioni della detta Parabola , e 
del Cerchio h sempre uguale al numero delle radici reali dell’ £- 
qu azione cubica, o biquadrica, che vi si costruisce in tal snodo- 
Kc quindi può temersi, che il numero di quelle sia del numero 
di queste maggiore, o minore , come in altre combinazioni di cur- 
ve avvenir suole . 

IH. Finalmente , sol che sappiasi con esat terza descrivere una 
Parabola in un piano , potrem rilevare le radici reali di una qua-, 
lunque cubica, o biquadratica Equazione, combinando con quella 
curva un cerchio di convenevol raggio, e posizione. E quindi as- 
sumendo per l'unith delle linee il parametro principale della Para- 
bola anzidetta , le altre geometriche operazioni , che converrò ese- 
guire per rinvenirne quelle radici , si veJrin ridotte alle sole ele- 
mentari , e da potersi ottenere c ire ino , et regala. E così questi 
Froblemi Solidi nulla perdendo di lor natura , si vedran risoluti aN 
la maniera de' Problemi Piani. 



Metodo Newtoniano^ 


190 


§. 96. // tommo Newton per lo contrario, ì di parere ; che per eie 
gantemtnte risolvere an Problema Solido vi ti debba combinare col 
Circolo un'Ellisse, che fra le tre curve coniche è la piu facile 
ad essere organicamente designata , Ed in ciò ti pretende 

di preferire una manuale, e comoda operaxionc alle pure 4 J 
geometriche tpecultzioni («)■ 


La parte essenziale delia soluzione di un geometrico Proble* 
ma, ecco quel eh* ei ne dice, non b che la costruzione. E quest* 
deesi riputar tanto più elegante, quanto l T b più semplice . Dunque 
nel costruire un Problema Solido fia meglio , in parith di altre cose , 
il combinarvi col cerchio un’ Ellisse , che una Parabola : essendo pili 
semplice la descrizione organica della prima di queste due curve , 

che 


(«) L’Abate D. Ntcolangelo Adamo istituite nella nostra Scuola stampò , 
con oramai ao anni , on elegante Opuscolo so certe verità Ciclomttricbe : è qaivl 
traile ah» cote vien recata la trisezione di an arco dato col «otti binarvi il data 
oerchk) con un'Ellisse alla maniera Newtoniana. E 1 * altere di calcata accurata 
soluzione, t i] nostro Sig. Ponticelli,,' , 
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che dett'altra. Nè dovrà ostarci , che la natura, o 1' Equazione al- 
la Parabola sia più semplice di quella dell'Ellisse. Poiché qui non 
si attende , che alla semplicità della genesi di una curva , e non 
a quella della dilei natura: nè poi dall' una cosa pub l'altra valu- 
tarsi. L'Equazione ad una curva è il rapporto, che han fra loro 
le di lei coordinate, o l'aritmetico valore, che hi una di esse 
rispetto all'altra. Laddove la genesi organica di tal curva è quel- 
la operazione manuale , onde ne riesce di segnare il perimetro di 
essa in un piano. E chi non sa, che dalla semplicità di una di 
queste due cose non debbasi la semplicità dell'altra inferire? Cosi 
l'Equazione alla Parabola è assai piu semplice di quella, eh' è al 
cerchio: e pure la descrizione di un cerchio è un Postulato di Geo- 
metria . L’ Equazioni all'Ellisse, ed all' Iperbole son piriformi: e 
non pertanto la genesi della prima di queste due curve l'è assai 
più facile di quella della seconda. Che anzi l'Equazione alla Ci- 
cloide è trascendente: e tutti convengono, che sia semplicissimo 
il modo organico di descriver tal curva , e che si possa comoda- 
mente impiegarla nd dividere un angolo in una qualunque ragione 
razionale, ec. 

§. 97. Intanto in questi dispareri tra i due sommi Geometri del- 
le cultiss'mc nazioni Anglicana, e Francese, a qual di essi ci at- 
terremo ? E qual cosa potrà aggiungersi a prò del Cartesio pel no- 
stro intento ? 

§.9?. Le operazioni, che si prescrivono in Geometria, debbonsi 
più dalla mente, che dalla mano del Geometra eseguire. Percioc- 
ché i Dati di un Geometrico Problema possono esser grandezze si 
picciole , che si sottraggano da' nostri sensi; o pur si grandi, o in 
tal posizione, che la mano dell’uomo non possa prestarsi ad ope- 
rarvi . In tali casi basterà col solo pensiero su «nudezze analoghe 
geometrizzare. Infatti s' io proponessi a' Gc: metri di 1 ;.a:t i.t di- 
stanza 


Digitized by Google 



» 9 * 

Manza de* centri di due astri, o a farne su questa retta qualche 
altra geometrica operazione , chi di loro imprenderebbe la riga, e '1 
enrpasso per irne in su i Cieli a sciogliere il Problema ? Il sag- 
gio Euclide per non restringer grandemente il pomerio delle geo- 
metriche grandezze si accordò co’ Geometri di poter condurre rette , 
r descriver cerchi. F. certi incauti Euclidei vi han sostituita la 
riga, e'1 compasso, che per altro appartengonsi a pochissime gran- 
dezze , e son di esse guide mal sicure . Kd anzi la Ge metria da 
tavoliti'' , che oltre agl* indicati istrumenti ci offre un apparato di 
grafometri , semicerchi graduati , pantografi , compassi ellittici , CC, 
ron è p ; ù una scienza, ma un'arte, 

( 99. E quindi se lo spirito Euclideo c'impone a dover delle gran- 
dezze geometrizzare , senza frapporvi alcuna manuale operazione, 
citi per altro il sommo Newton (j) destinò il metodo prop-'sto , 
r < i pMrcm contentarci della genesi della P.irabtla por sezione, la 
qrale è ugualmente prccfocj , che quella dell’Ellisse. E le costru- 
• rioni de!!* cubiche, c Liquadratiche Equazioni, che si vorran fire, 
combinando una data Parabola , ed un Cerchio , dovranno aversi 
p*r eleganti: e per nitide le composizioni di que" Problemi , onde 
1 - ditte Equazioni furori tratte. Ma, quel che piu rileva , nel me- 
todo Cartesiano evitasi quell' indicato inconveniente, che nell'altro 
metndo può incontrarsi, cioè d ottenere più, o meno et' in’-r- s-tioni 
reile curve combinat', che (f) noi siero le rafie! reali dell'Equazione 

g<>- 

{./' Letali *• s*n , <ro N won ocl'a Ci.flrozione linear* ddrE-juazinn' 5 : . i . fin. 
(ù) Fero q**el ebe a* iinrgn 4 su queft» Teoria. Dalla umbmnzUn* di d:.r di 
Utili d*f jrrr*rf i*gntrnt tl Un incentro , st in una di tss? la y rnugin/e 
ni tt! fi'fsrcns fnZUstute dell* X 0 pois* divenir tale. F lira e ubi ose un tal 
metterò, *• la y nutriti* t-lamtnie n q'taatnto n ff Eq^aX’isni ai arti locai: , c se 
t’.im man* ne dm ette yy vi si tslga far metri In y. 
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gmitrìcament* costrutta. E finalmente diti Un« Parabola si potrai» 
da essa ‘ottenere geometricamente le radici reali di una cubica, e 
biquadratica Equazione , sol che vi ai descriva un eonvencvol cer- 
chio . Ed assumendosi per postulato la descrizione di quella curva, 
che abbia un dato parametro principale; le altre operazioni, che 
converrà poi eseguire a tal uopo , saranno meramente elementari : 
onde i Problemi Solidi partanno risoluti a guisa de' Problemi Piani. 
Ed in ciò il merito , e la prevalenza* del metodo Cartesiano potrò 
chiaramente dimostrarsi. 

§. mo. frasi da noi determinato di’ por fine a questo argomen- 
to con proporvi una serie di utili Problemi Solidi , TperioTidl , e 
Trascendenti , i cui dati e quesiti non già consistessero in un pia- 
no, ma nello spazio: e cosi chiarire le Teorie in questi tre Opu« 
scoli esibite (a). Ma in tal modo cotesto lavoro sarebbe cresciuto 
fuor misura . E da que’ Problemi , che vi si trovsn dispersi , ne pò* 
tranno tanti altri germinare in mente a coloro, che l'arte possegi 
gono di saper proporre, e sciogliere i Problemi* 

y - — - — 

GTUDizrO DEGLI EDITORI; 


Quella parte del Luogo Risolato detto dagli Antichi ettpr 
ituremv t iì V e de inelinaiioniias , non dovea contenere una ristretta 
famiglia di facili Problemi, quali vengon da Pappo indicati, e da 

03 mo- 

la) Noi ne addurremo uno ir* quoti Problemi , cioè date due con» , che 
ne» gì iteti tot in un meti turno pinne , tome tt fossero le Orbite di due Pitoni , 
condurre fri i perinntri di est* ano retto dota di grtodrzzt , r di posizione . 
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mo terni Geometri risolati ; ma dovei anche proporre il modo di 
ridurvi tanti altri malagevoli Problemi, e di chiaramente classifi- 
carli. Perciocché noi abbiamo altrove dimostrato, ciò che iq quell' 
Opera avrebbesi dovuto contenere, che tutti i Problemi Piani ridu- 
centi ai applicare tra due date parallele , o tra la circonferenza di 
un dato cerchio una retta data dì grandezza , che convergeste ad un 
punto dato , E che i Problemi Solidi ti riducano a situare tra due 
rette inclinate un' altra retta data, che pattane per un dato punto. 

Di qui ìorgon le Teorìe delle Inflette, e delle Incidenti : l’ in- 
dagine delle curve, che nascono dal concorso di quelle, o da una 
simile divisione di queste, da un certo moto continuo , d ili’ as- 
sumersi per Coordinate le variabili socie di una curva data , o in 
altri modi. Ed una congerie di Problemi, che non son mica age- 
voli o inutili, vi si trovan risoluti a distesa, o con rimetterli ad 
altri di gih risoluti: e del marito delle loro allusioni geimitciche , 
o analitiche potran deciderne i Savj . Ma oltre a queste cose n' i 
commendevole quel chiarimento- del Metodo , onde si sogliono ri- 
solvere in Geometria, o coll' Aritmetica volgare i Problemi Trascen- 
denti . E poi dalla definizione di Pappo de' Problemi Piani , Solidi , 
e Lineari n' c sorto 1' ultimo di questi tre Opuscoli , ove contiensi 
uno speciosissimo geometrico Paradosso , che certi Problemi non sie- 
ro piani di lor natura , sebbene non vi si veggan praticate altre ope- 
razioni , che le sole elementari. In tal congiuntura si è commentato 
il Metodo Cartesiano nel costruire 1' Equazioni cubiche , e biqua- 
dratiche. E vi si pub rigidamente dimostrare dalle indicate difini- 
zioni quel Principio, cui gli antichi Geometri solevan ridurre i Pro- 
blemi Piani, e quegli altri, che Solidi n’eraa detti. 

. * . • • r. • « I 

V * - I » . ■ ' • 

FINE DEL 1/ VOLUME. 
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